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InleidingTer afsluiting van de studie Informatica aan de Rijksuniversiteit te Leiden dientde student een afstudeerproject te doen. Het afstudeerverslag dat voor u ligtis het resultaat van een afstudeerproject over \Algoritmen voor het maken vanroosters". Het onderwerp werd mede ingegeven door het feit dat de auteur inhet onderwijs werkzaam is en daardoor regelmatig geconfronteerd werd met (degevolgen van) slechte roosters.Na een inleesperiode waarin het gebruik van genetische algoritmen voorroosters in het algemeen bestudeerd werd, werden een tweetal schoolrooster-problemen aan een nader onderzoek onderworpen. Voor het maken van eenexamenrooster, dat zoveel als mogelijk aan bepaalde eisen en wensen van stu-denten moest voldoen, werd een genetisch algoritme ontworpen. Er werd tevensuitgebreid ge�experimenteerd met verschillende waarden voor diverse mutatie-en crossover-operatoren. Vervolgens werd het maken van een surveillanceroos-ter voor docenten bij een gegeven examenrooster nader bestudeerd. Voor hetbijzondere geval van drie, elkaar in tijd niet overlappende, examens op �e�en dagleverde dit een aantal interessante theoretische resultaten op bij het minimali-seren van het aantal keren dat een docent voor slechts �e�en beurt naar schooldient te komen.Gedurende het afgelopen jaar heb ik veel steun gehad aan de inspirerendeopmerkingen van de begeleidende docenten mw. dr. I.G. Sprinkhuizen-Kuyperen dr. W.A. Kosters. Beiden wil ik daar hartelijk dank voor zeggen.
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SamenvattingTwee schoolroosterproblemen zijn aan een nader onderzoek onderworpen:MESP In het \Modular Exam Scheduling Problem" (MESP) dient op grondvan inschrijvingen van studenten voor examens een examenrooster gefa-briceerd te worden, dat voor de studenten zo weinig mogelijk vervelendeconsequenties heeft. Deze vervelende consequenties kunnen bestaan uittwee of meer examens op hetzelfde tijdstip, op dezelfde dag of op tweeachtereenvolgende dagen. Het MESP-probleem blijkt NP-volledig te zijn.Met behulp van een genetisch algoritme zijn echter toch goede resultatente behalen.TISP In het \Teacher Invigilation Scheduling Problem" (TISP) moet op grondvan een gegeven examenrooster een surveillancerooster gemaakt wordenvoor de surveillerende docenten. Er zijn constraints waaraan voldaan moetworden, zoals:� zo mogelijk moet bij een examen minstens �e�en docent surveilleren,die het betre�ende vak ook geeft� de beurten dienen eerlijk over de docenten verdeeld te worden� docenten zijn niet altijd voor surveillance beschikbaar� het aantal keren dat een docent voor slechts �e�en surveillancebeurtnaar school moet (een zogenaamde 1-beurt) komen, dient minimaalte zijnAls aan de eerste drie constraints niet voldaan behoeft te worden, danbestaat er voor het geval dat er drie examenrondes per dag zijn, een in-roosterstrategie die gegarandeerd een rooster met het minimale aantal1-beurten oplevert. Wanneer aan alle beperkingen voldaan moet worden,zal de negatieve invloed hiervan op het aantal 1-beurten in het algemeenniet al te groot zijn.
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1 Wat is een genetisch algoritme?1.1 InleidingIn zijn werk, The Origin of Species (1859), verdedigde Charles Darwin hetprincipe van evolutie door natuurlijke selectie:� de natuur produceert individuen met verschillende karaktereigenschappen� elk individu neigt er toe zijn karaktereigenschappen door te geven aan zijnnakomelingen� de beste individuen | die met de beste eigenschappen | zullen de meestenakomelingen voortbrengen, zodat de populatie van individuen op denduur steeds meer van deze goede eigenschappen zal gaan vertonen� over een lange periode bezien kan er verandering van eigenschappen op-treden, doordat individuen zich aanpassen aan hun natuurlijke omgevingHet doorgeven en veranderen van karaktereigenschappen vindt plaats tijdens hetproces van celdeling. In hogere planten en dieren bevat elke cel een kern, die opzijn beurt een aantal chromosomen bevat. Deze chromosomen zijn de dragersvan de karakterbepalende eigenschappen (genen) van individuen, welke bij hetproces van celdeling aan de nieuwe cellen worden doorgegeven en uitgewisseld.Een genetisch algoritme (GA) is een zoekalgoritme, dat op bovenstaandprincipe gebaseerd is. Essentieel is dat het zoekalgoritme niet, zoals bij meer tra-ditionele oplossingsmethoden, kandidaatoplossingen stuk voor stuk bekijkt maarmet een hele populatie van kandidaatoplossingen werkt. Deze kandidaatoplos-singen zijn als strings gecodeerd en kunnen gezien worden als de chromosomen,die elk uit een aantal genen bestaan. In plaats van een gen spreekt men ookwel van een allele. De representatie van de chromosomen en de genen hangen afvan het onder handen zijnde probleem. Aan elk chromosoom wordt een �tnesstoegekend, die aangeeft hoe goed deze kandidaatoplossing is. Deze toekenninggeschiedt met behulp van een zogenaamde evaluatiefunctie. Een nieuwe gene-ratie van kandidaatoplossingen wordt gegenereerd door het toepassen van gene-tische operatoren op de populatie van kandidaatoplossingen. In het algemeenworden drie operatoren onderscheiden:1. selectie: selecteren van strings uit de huidige populatie op grond van hun�tness2. mutatie: een of meer genen van een chromosoom worden met een bepaalde(kleine) kans veranderd3. crossover: uit twee of meer chromosomen worden met een bepaalde kansnieuwe chromosomen gecre�eerdSoms wordt ook nog wel inversie gebruikt, waarbij voor een deelstring van eenchromosoom de volgorde van de genen wordt omgedraaid.Na creatie van een aantal nieuwe populaties convergeert het programma naareen (hopelijk) redelijk goed optimum. Ten opzichte van de meer traditionelezoekalgoritmen (depth-�rst search, best-�rst search, hill climbing etc.) zal de3



�tness van de gevonden oplossing waarschijnlijk dichter bij het werkelijke opti-mum liggen. Dit komt omdat nu niet lokaal (�e�en kandidaatoplossing tegelijk)gezocht wordt, maar informatie van meerdere kandidaatoplossingen uit eengroter gedeelte van de zoekruimte met elkaar wordt gecombineerd.1.2 Genetische operatorenIn deze paragraaf zullen de operatoren bij een GA nader beschouwd worden.1.2.1 SelectieDoor de selectie-operatie vindt \natuurlijke selectie" plaats: chromosomen meteen hoge �tness hebben een grotere kans in de volgende populatie terecht tekomen. Chromosomen uit de populatie kunnen op diverse manieren geselecteerdworden. Enkele van de meest gebruikte methoden zijn [Mic94, Hoofdstuk 4]:a. Roulette wheel. De populatie wordt afgebeeld op een roulette, waarbij elkestring correspondeert met een sector waarvan de oppervlakte overeenkomtmet de relatieve �tness van de string. De relatieve �tness van een stringis hierbij het quoti�ent van de �tness van die string en de som van �tnessesvan alle strings in de populatie. Door herhaaldelijk aan de roulette tedraaien worden individuele strings geselecteerd volgens het principe vaneen stochastische steekproef met teruglegging. Duidelijk is dat strings meteen hoge �tness een grotere kans hebben om �e�en of meer keer in de nieuwepopulatie voor te komen.b. Stochastische steekproef met teruglegging (aangepaste versie). Voor elkestring Si wordt het quoti�ent fi=favg uitgerekend, waarbij fi de �tnessvan Si is en favg de gemiddelde �tness van alle strings in de populatie.Van elke string wordt sowieso dat aantal kopie�en in de nieuwe populatiegeplaatst, dat overeenkomt met het gehele gedeelte van het quoti�ent. Ver-volgens wordt van elke string nog een (extra) kopie in de nieuwe populatiegeplaatst met een kans die gelijk is aan het gedeelte achter de decimalepunt van fi=favg. Deze selectie kan met �e�en draai aan het roulette wheelgerealiseerd worden door de sectoren die met de strings corresponderenrandom op het roulette wheel te leggen en een wheel met pop size wijzer-tjes te gebruiken.c. Rangnummers. De strings krijgen een rangnummer op grond van hun�tness. In plaats van de individuele �tnesses worden deze rangnummersgebruikt bij de selectie. Dit wordt gedaan om te voorkomen dat dooreen chromosoom met een uitzonderlijk hoge �tness in vergelijking met deandere chromosomen de populatie te snel convergeert naar een popula-tie die alleen uit kopie�en van dit ene chromosoom bestaat. Hierdoor zouzeer waarschijnlijk slechts convergentie naar een lokaal optimum plaatsvinden, terwijl de informatie opgeslagen in de overige chromosomen vande populatie nauwelijks gebruikt wordt. Voor het bepalen van het klein-ste en grootste rangnummer binnen de populatie en het afbeelden vande �tnesses naar een lineaire schaling tussen deze twee uitersten bestaanverschillende methoden. E�en methode gaat uit van een door de gebruiker4



opgegeven bovengrens MAX van het verwachte aantal nakomelingen vanhet beste chromosoom. De lineaire schaling wordt nu zo aangebrachtdat een chromosoom met gemiddeld �tness precies �e�en nakomeling in denieuwe populatie mag verwachten. Een andere methode gaat uit van eendoor de gebruiker opgegeven parameter q en een lineaire functieprob(rank) = q � (rank � 1)rwaarbij r een constante is en q en r zo gekozen worden dat prob(rank) 2[0; 1] enPni=1 prob(i) = 1. Deze functie geeft de kans dat een chromosoommet ranking rank in een volgende populatie terugkeert (rank = 1 geefthierbij het beste chromosoom aan en rank = n het slechtste chromosoom,waarbij n de populatiegrootte is). Door het kiezen van geschikte waardenvoor q en r kan er meer of minder druk worden uitgeoefend op het kiezenvan chromosomen met een hoge �tness.d. Elitisme. Voordat een selectiemethode wordt toegepast, wordt de stringmet de hoogste �tness automatisch al gekopieerd naar de volgende po-pulatie. Hierdoor wordt er voor gezorgd dat de beste oplossing in elkevolgende populatie nooit slechter kan zijn dan in de huidige populatie.e. Veroudering. Voor elk chromosoom c wordt een teller bijgehouden, waar-wan de waarde initieel gelijk wordt gemaakt aan f(c)=favg. f(c) is hierbijde �tness van c en favg de gemiddelde �tness van alle chromosomen in depopulatie. Steeds wanneer het chromosoom wordt geselecteerd voor re-productie wordt de teller met een constante hoeveelheid afgelaagd. Zodrade teller negatief geworden is komt het chromosoom niet langer meer inaanmerking voor selectie.1.2.2 CrossoverCrossover is een operatie om uit twee of meer chromosomen nieuwe chromo-somen te cre�eren. Elke gen in een nieuw chromosoom is afkomstig van �e�en vande \ouder"-chromosomen. Hierdoor wordt informatie tussen de chromosomenuitgewisseld waardoor nieuwe en mogelijk betere kandidaatoplossingen wordengegenereerd. Als bijvoorbeeld in de strings(� � � � ��1�2�3 � � � � � ��)en (� � � � � � � � � � �1�2 � ��)de �'s en �'s stukjes genetisch materiaal bevatten van een (bijna) optimaleoplossing en de �'s willekeurige genen voorstellen, dan zou door een crossover-operatie als nieuw chromosoom(� � � � ��1�2�3 � ��1�2 � ��)kunnen ontstaan. Dit laatste chromosoom heeft meer interessant genetisch ma-teriaal op de juiste plaats staan en daardoor een hogere �tness. Crossover wordtdoor velen beschouwd als de meest essenti�ele operatie binnen een GA.Enkele veel gebruikte crossover-operaties zijn:5



a. �e�en-punts-crossover. Er wordt een willekeurig punt gekozen en vervolgensworden de deelstrings achter dit punt tussen beide ouderstrings uitgewis-seld.b. meer-punts-crossover. Er worden nu meerdere crossover-punten gekozenen er wordt een nieuwe string gecre�eerd door deelstrings steeds om en omvan beide ouders te kiezen.c. uniforme crossover. Voor elk gen van het nieuw te cre�eren chromosoomwordt random bepaald welk ouder-chromosoom zijn gen doorgeeft aan hetkind-chromosoom.In feite zijn �e�en-punts-crossover en meer-punts-crossover bijzondere gevallen vanuniforme crossover.1.2.3 MutatieMutatie is een operatie die met kleine kans een gen van een chromosoom ver-andert in een andere (toelaatbare) waarde. De mutatie-operatie zorgt er voordat in de omgeving van een kandidaatoplossing naar een betere oplossing wordtgezocht. De kans op mutatie moet niet al te groot zijn, omdat het GA danvervalt tot random zoeken.1.2.4 InversieInversie is evenals mutatie een unaire operator: tussen twee aselect gekozenpunten in een string wordt de volgorde van de genen omgedraaid, maar wel zodat de oorspronkelijke betekenis van elk gen onthouden wordt. Inversie kan vanbelang zijn bij het vinden van de beste rangschikking voor zogenaamde buildingblocks. Wat building blocks zijn en waarom vorming hiervan belangrijk is, wordtin de volgende paragraaf uitgelegd.1.3 Waarom werkt een genetisch algoritme?De reden waarom een GA werkt zijn we (informeel) bij de beschrijving van decrossover-operatie al tegengekomen: substrings van twee chromosomen, die ver-antwoordelijk zijn voor een hoge �tness, kunnen door middel van de crossover-operatie in �e�en nieuw chromosoom terecht komen, dat daardoor een nog hogere�tness krijgt. In feite worden dus twee stukjes informatie, die elk bijdragen toteen goede oplossing, gecombineerd tot een groter stuk.Een meer formele reden waarom een GA werkt wordt onder ander in [Gol89]gegeven voor het (klassieke) geval dat een string alleen uit nullen en enen kanbestaan. Hiertoe de�ni�eren we een schema als een template dat een deelverza-meling van strings beschrijft met overeenkomsten op bepaalde stringposities.Een voorbeeld van een schema is ��10��1�, dat de verzameling van alle stringsvan lengte 8 beschrijft met een 1 op de derde en zevende positie en een 0 opde vierde positie. De orde o (H) van een schema H is gelijk aan het aantalgede�nieerde posities in het schema. De lengte � (H) van een schema H is gelijkaan de maximale afstand tussen twee gede�nieerde posities. Als bijvoorbeeld H6



gelijk is aan � � 10 � �1�, dan is o (H) = 3 en � (H) = 4. Volgens het SchemaTheorema geldt nu dat:m (H; t+ 1) � m (H; t) f (H)f �1� pc� (H)l � 1 � (1� pm)o(H)waarbij:� m (H; t) is het aantal voorkomens van schema H op tijdstip t� f (H) = f is de reproduktie-faktor, de verhouding tussen de gemiddelde�tness van alle strings die schemaH representeren en de gemiddelde �tnessvan de populatie� 1 � pc�(H)l�1 is de overlevingskans van een schema met lengte � (H) onder�e�enpunts-crossover, met pc de kans dat op een string crossover wordt uit-gevoerd en l de lengte van de string� (1� pm)o(H) is de overlevingskans van een schema van orde o (H) ondermutatie, met pm de kans dat een bit van de string wordt gemuteerdEen bewijs voor het Schema Theorema is onder andere te vinden in [DanNig93].Uit het Schema Theorema volgt dat korte, lage orde en boven gemiddeldeschema's exponentieel toenemende sporen in volgende generaties nalaten. Derge-lijke schema's worden ook wel building blocks genoemd.1.4 Roosterproblemen en GA's1.4.1 InleidingRoosterproblemen behoren tot een categorie van optimaliseringsproblemen waarnog veel aan te onderzoeken valt. Enkele bekende roosterproblemen zijn:� schoolroosters:{ lesrooster: voor gegeven verzamelingen van uren, docenten, klassen,vakken en klaslokalen dient een rooster gemaakt te worden zo dat:� elke klas het juiste aantal lessen in elk vak krijgt van een docentdie dat vak geeft� elke docent voor het juiste aantal lessen wordt ingeroosterd enalleen op voor hem/haar beschikbare uren� voor elke combinatie van uur en klaslokaal hoogstens �e�en combi-natie van klas en docent is ingeroosterd voor een vak dat in datklaslokaal gegeven kan worden{ examenrooster: op grond van inschrijvingen van studenten voor exa-mens dient een examenrooster gemaakt te worden, waarin het aantalmaal dat twee examens voor een student op hetzelfde tijdstip, opdezelfde dag of op twee opeenvolgende dagen valt, zo klein mogelijkis 7



{ surveillancerooster: op grond van een examenrooster moet een surveil-lancerooster voor de docenten gemaakt worden. Belangrijk hierbij isdat de surveillancebeurten eerlijk over de docenten verdeeld wordenen dat het aantal keren dat een docent voor slechts �e�en beurt op eendag naar school moet, zo klein mogelijk is� job-shop scheduling: er zijn j jobs en m machines; elke job bestaat uit eenaantal taken, die elk op een andere machine en in een bepaalde volgordemoeten worden uitgevoerd en elk een taakafhankelijke tijdsduur duren.Het probleem is nu om de totale doorlooptijd van het begin van de eerstetaak tot het be�eindigen van de laatste taak te minimaliseren.� dienstregeling voor treinen: treinen dienen zo ingeroosterd te worden dataan alle constraints betre�ende frequentie, overstapmogelijkheden voorpassagiers etcetera zo goed mogelijk voldaan wordt1.4.2 NP-volledigheid van roosterproblemenIn het algemeen zijn roosterproblemen vrij lastige problemen, omdat:� er dikwijls weinig bekend is over de optimale strategie bij het maken vaneen rooster; in paragraaf 3.2 zal voor een speciaal geval van het surveil-lanceroosterprobleem een strategie gegeven worden voor het minimaliserenvan het aantal keren dat een docent voor slechts �e�en surveillancebeurt naarschool moet komen� veel problemen NP-volledig zijn, wat tot gevolg heeft dat er zeer waar-schijnlijk geen e�ci�ent, polynomiaal begrensd, algoritme voor bestaat� instanties van roosterproblemen dikwijls vrij groot qua omvang zijnIn [EveItaSha76] wordt aangetoond dat zelfs een zeer eenvoudig lesroosterpro-bleem met slechts drie lesuren, docenten die twee of drie uur les geven en klassendie van elke docent hoogstens 1 uur les krijgen, al NP-volledig is. Hiertoewordt een polynomiale reductie gefabriceerd van het bekende \3-SAT"-probleemnaar dit beperkte lesroosterprobleem. Van het examenroosterprobleem wordt inparagraaf 2.3 aangetoond dat het NP-volledig is door een bijectie aan te geventussen het \graph coloring problem" en een beperkte versie van het examen-roosterprobleem. Ook van het job-shop scheduling probleem is bekend dat hetNP-volledig is (een bewijs hiervoor wordt gegeven in [GarJoh79]).Vanwege de complexiteit van veel roosterproblemen is het vaak practischonmogelijk om alle mogelijke kandidaatoplossingen op hun optimaliteit te testen.Om deze reden wordt er veelvuldig gebruik gemaakt van heuristieken en vangenetische algoritmen. In dit afstudeerverslag worden onder andere ervaringenweergegeven met genetische algoritmen voor het examenroosterprobleem en hetsurveillanceroosterprobleem.Juist omdat veel roosterproblemen NP-volledig zijn is het artikel van dehand van Kenneth A. De Jong en Willam M. Spears (zie [JonSpe89]) interes-sant. In dit artikel wordt een strategie gepresenteerd voor het gebruik vanGA's bij het oplossen van NP-volledige problemen. Deze strategie bestaat er8
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Figuur 1: een graaf met een Hamilton-Circuituit een NP-volledig probleem, waarvoor geen goede GA representatie bestaat,te transformeren naar een ander NP-volledig probleem, dat wel een geschikterepresentatie bezit. Vervolgens wordt het probleem met behulp van een GAopgelost en wordt de oplossing teruggetranformeerd naar termen van het oor-spronkelijke probleem. Daar de transformaties tussen beide problemen in poly-nomiale tijd kunnen geschieden, is dit een redelijk e�ci�ente strategie. De Jongen Spears nemen het \Boolean Satis�ability Problem" (SAT) als kanoniek pro-bleem waarnaar elk ander NP-volledig probleem getransformeerd dient te wor-den. SAT heeft een zeer voor de hand liggende string-representatie, namelijkbinaire strings van lengte N waarin het i-de bit de waarheidswaarde van de i-deboolese variabele van de N boolese variabelen in de expressie representeert. Alsevaluatiefunctie voor SAT wordt:val (NOT e) = 1� val (e)val (OR e1 � � � en) = MAX(val (e1) ; � � � ; val (en))val (AND e1 � � � en) = [AVE (val (e1) ; � � � ; val (en))]pgenomen, waarbij AVE voor het gemiddelde staat en p � 1. Het schijnt datp = 2 een goede keuze is, als gekeken wordt naar de performance van het GA.In het artikel willen De Jong en Spears de lezers ook laten zien hoe hetHamilton-Circuit (HC) probleem afgebeeld kan worden op SAT. Voor elke op-lossing van het HC-probleem moet uiteraard gelden dat iedere knoop precies �e�eninkomende en precies �e�en uitgaande tak heeft. Als equivalente boolese expressiewordt daarom voor elke knoop de conjunctie genomen van de termen die geldigetakcombinaties voor de ingaande en voor de uitgaande takken representeren. Zogeldt voor de graaf in �guur 1 dat deze wordt afgebeeld op:
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( and abbccddeea( or ( and db ( not de ))( and ( not db ) de ))( or ( and ea ( not eb ))( and ( not ea ) eb ))( or ( and ab ( not db ) ( not eb ))( and ( not ab ) db ( not eb ))( and ( not ab ) ( not db ) eb )))Helaas voor De Jong en Spears is hun redenering niet geheel sluitend, want ookvoor een verzameling cykels, die alle knopen van een graaf bedekken, geldt datiedere knoop precies �e�en inkomende en precies �e�en uitgaande tak heeft. En dezecykels vormen geen oplossing voor het HC-probleem.Concluderend kunnen we zeggen dat, hoewel het idee van de Jong en Spearszeer aardig is, het vinden van een eenvoudige en correcte transformatie naar hetSAT-probleem nog nader onderzoek verdient.We zullen nu eerst het examenroosterprobleem bekijken en vervolgens het sur-veillanceroosterprobleem.
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2 Het \Modular Exam Scheduling Problem" (MESP)2.1 Beschrijving van het probleemOp grond van inschrijvingen van studenten voor examens dient een examen-rooster gefabriceerd te worden, dat voor de studenten zo weinig mogelijk verve-lende consequenties heeft. Deze vervelende consequenties kunnen bestaan uit:� twee of meer examens op hetzelfde tijdstip� twee of meer examens op dezelfde dag� twee of meer examens op twee opeenvolgende dagenLaat voor een meer formele beschrijving:f1; : : : ; tg eindige verzameling van t timeslotsE = f1; : : : ; eg eindige verzameling van e examensfS1; : : : ; Ssg eindige verzameling van s deelverzamelingen van EHierbij stelt elke Sk de collectie van examens voor waaraan student k wil deel-nemen (k = 1; : : : ; s). Zonder beperking van de algemeenheid kan verondersteldworden dat E = Sk Sk. Verder nemen we aan dat de timeslots onderling dis-junct zijn. Hierdoor kunnen twee examens elkaar alleen maar overlappen als zeop exact hetzelfde timeslot worden gegeven. Van de timeslots is verder ook nogbekend op welk deel van welke dag ze vallen. Het MESP-probleem bestaat nuuit twee elementen:1. beantwoording van de vraag of er een rooster mogelijk is zonder enigevervelende consequentie voor de studenten2. constructie van een rooster met het minst aantal vervelende consequentiesvoor de studentenWe zullen het Restricted MESP (RMESP) de�ni�eren als het MESP-probleemwaarbij het voor elke student verboden is twee of meer examens gelijktijdig tehebben. Andere eisen (zoals geen twee examens op �e�en dag) zullen we hierbijbeschouwen als wensen waaraan we zoveel als mogelijk tegemoet willen komen.Voor RMESP wordt nu een functie (in feite het rooster)f : f1; : : : ; tg � f1; : : : ; eg ! f0; 1ggezocht zo dat:1. f(i; j) = 1 dan en slechts dan als examen j op timeslot i wordt gehouden2. Pti=1 f(i; j) = 1 8j (elk examen wordt op precies 1 timeslot gegeven)3. geen enkele student heeft twee of meer examens op hetzelfde timeslotf geeft aan op welk timeslot een bepaald examen gehouden wordt. Door over testappen op matrix-notatie kan de derde eis ook meer wiskundig gespeci�ceerdworden. Laat de e� s-matrix (Sjk) gede�neerd zijn door:Sjk = � 1 als examen j 2 Sk0 als examen j =2 SkGezocht is nu een t� e-matrix (Tij) zo dat11



1. Tij = � 1 als examen j op timeslot i0 als examen j niet op timeslot i2. Pti=1 Tij = 1 8j3. Rik =Pej=1 Tij � Sjk � 1 8i; kRik geeft het aantal examens dat op timeslot i door student k moet wordenafgelegd.Voor een gegeven instantie van MESP of RMESP zal het dikwijls niet mo-gelijk zijn een rooster te construeren, waarbij aan alle eisen en wensen wordtvoldaan. We kunnen dan alleen proberen een rooster te maken, dat zoveel alsmogelijk aan deze eisen en wensen tegemoet komt. We hebben dan te makenmet een optimaliseringsprobleem. In de volgende paragraaf wordt beschrevenhoe deze optimalisatie kan worden nagestreefd met een GA.2.2 Optimalisatie van MESP met een GAOm een GA voor een bepaald probleem toe te passen dient vooraf goed nagedachtte worden over de te gebruiken representatie, evaluatiefunctie en operatoren.In de volgende deelparagrafen wordt uitgelegd welke keuzes er wat dit betreftgemaakt zijn. Hierbij is gebruik gemaakt van enkele idee�en uit [CorFanMel93].2.2.1 RepresentatieDe meest voor de hand liggende representatie voor een chromosoom is een string[y1; : : : ; yt] waarbij yi = fEi1 ; : : : ; Eirg de verzameling van ir examens voorsteltdie op timeslot Ti worden afgenomen. Dit geeft echter problemen, omdat bij toe-passing van de crossoveroperatie er gemakkelijk chromosomen kunnen ontstaandie geen geldige oplossing voor het MESP-probleem zijn. Crossover kan im-mers kindchromosomen produceren waarbij sommige examens meer dan �e�enkeer worden afgenomen, terwijl andere examens helemaal niet zijn ingeroosterd.Uiteraard zou op dergelijke kindchromosomen een reparatie-algoritme kunnenworden toegepast, maar behalve dat dit de performance niet ten goede komt,is het ook nog maar de vraag in hoeverre de crossover-operatie na de reparatienog te herkennen is in de kindchromosomen.Beter is het daarom als representatie te kiezen: [x1; x2; : : : ; xe], met 1 � xi � t.Bijvoorbeeld [2; 4; 7; 3; 7] wordt ge��nterpreteerd als: examen 1 vindt plaats optimeslot 2, examen 2 vindt plaats op timeslot 4, etc. Deze representatie heeftals voordeel dat elk examen altijd precies �e�en keer is (en blijft) ingeroosterd,zodat altijd sprake is van een geldige oplossing.2.2.2 EvaluatiefunctieDe �tness van een chromosoom c hangt af van de studentgegevens d (voor hoe-veel en welke examens hebben de studenten zich ingeschreven?). Er wordenboetes uitgedeeld voor elke keer dat een bepaalde ongewenste situatie zich voor-doet. Als �tnessfunctie wordt vervolgens gebruikt:f (c; d) = 11 +Pni=1 wimi (c; d)12



n : aantal verschillende ongewenste situatiesmi (c; d) : aantal malen dat de ongewenste situatie i zich voordoetwi : gewicht (grootte van de boete) voor het optreden van situatie iDe �tness zit nu tussen 0 en 1, waarbij 1 een \perfect" rooster betekent.Ongewenste situaties (in dalende volgorde van ongewenstheid) zijn bijvoor-beeld:� een student heeft meer dan �e�en examen tegelijk� een student heeft meer dan twee examens op een dag� een student heeft twee examens in twee opeenvolgende timeslots op �e�endag� een student heeft twee examens in twee opeenvolgende timeslots op tweeaaneensluitende dagen� een student heeft twee examens op twee opeenvolgende dagenIn [CorFanMel93] wordt ook van een �tnessfunctie als boven gesproken, maardan met \inverse square of the punishment". Hoewel in deze publicatie dezelaatste functie niet precies wordt gede�nieerd, wordt hiermee waarschijnlijk defunctie bedoeld die uit f ontstaat door de noemer te kwadrateren.2.2.3 Gebruikte operatorenBij het experimenteren is gebruik gemaakt van de volgende operatoren:� selectie{ volgens de roulettewheel methode, waarbij een tussenpopulatie vangrootte pop size wordt gegenereerd� crossover{ uit de tussenpopulatie werden steeds random en zonder terugleggingtwee ouders uitgekozen die door middel van crossover twee kinderenin de nieuwe populatie gaven. Er werden verschillende vormen vancrossover gebruikt, te weten:� �e�en-punts crossover� twee-punts crossover� uniforme crossover� combinaties van �e�en-punts, twee-punts en uniforme crossover;dat wil zeggen afwisselend wordt volgens een bepaalde kansver-deling een bepaald type crossover toegepast� mutatie{ \gewone" mutatie: het timeslot van een examen verandert door ran-dom een timeslot te kiezen (met een kleine kans van 1=t kan toepas-sing van deze mutatie weer hetzelfde chromosoom opleveren)13



{ wisselmutatie: twee examens wisselen onderling van timeslot{ dagwisselmutatie: twee hele dagen worden omgewisseld{ inversiemutatie: toepassing van de inversie-operator op het chro-mosoom{ combinaties van bovenstaande mutaties; dat wil zeggen afwisselendwordt volgens een bepaalde kansverdeling een bepaald type mutatietoegepastEr werd geen gebruik gemaakt van enige vorm van elitisme. De crossover-operatoren zijn, als altijd, bedoeld voor het uitwisselen van stukjes informatieover goede roosters. De gewone mutatie en de inversiemutatie zorgen voor enige,resp. veel variatie in mogelijk goede oplossingen. Wisselmutatie en dagwissel-mutatie zijn vormen van mutatie die afgeleid zijn van de manier hoe een menshet probleem te lijf zou gaan: wat gebeurt er als we twee examens, resp. tweedagen van examens omruilen. Het is denkbaar dat door dit omruilen een deelvan de resterende problemen wordt opgelost.2.2.4 Resultaten voor aselecte dataOm enige ervaring met het werken met een GA op te doen, werd het GAallereerst toegepast op aselect gegenereerde studentinschrijvingen voor examensmet de volgende kenmerken:aantal studenten 20aantal examens 25aantal timeslots per dag 3 (laatste dag 2)totaal aantal timeslots 20maximaal aantal examens per student 6De gegenereerde data waren:
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Studentnummer inschrijvingen1 7 202 3 2 23 8 15 113 104 12 25 18 65 7 19 166 15 2 19 21 137 18 21 48 9 7 23 1 49 3 10 21 2 7 610 13 7 2 15 23 511 2 6 18 13 1212 1413 12 3 13 1114 23 24 21 10 8 615 22 14 25 19 24 816 23 12 16 8 617 9 25 1118 1019 2 2220 18 1 22 11 8 3Elk nummer in de inschrijvingen verwijst hierbij naar een bepaald examen.Het GA gebruikte standaard �e�en-punts-crossover en gewone mutatie. Bijmutatie werd een examennummer vervangen door een willekeurig gekozen exa-mennummer, dat eventueel ook gelijk kon zijn aan het oorspronkelijke.Voor verschillende kansen op crossover en mutatie werden tien keer, uit-gaande van een aselect gekozen beginpopulatie van 50 chromosomen, 200 nieuwegeneraties gegenereerd. Geregistreerd werden:� het beste chromosoom in elk van de tien laatste (201e) generaties en zijn�tness� de gemiddelde �tness van de 10 beste chromosomenVoor het bepalen van de �tness werden per student de volgende boetes ge-bruikt:� twee examens op zelfde timeslot: boete = 30� twee examens op zelfde dag: boete = 3� drie examens op zelfde dag: boete = 9De �tness werd hieruit met behulp van de eerder vermelde standaard �tness-functie bepaald.In de nu volgende tabel wordt een overzicht gegeven van de behaalde resul-taten. Hierbij staat PCross voor de kans op crossover en PMut voor de kans opmutatie. 15



PCross PMut beste �tness gem. beste �tness0:3 0:005 0:25000 0:142360:4 0:005 0:14286 0:095590:5 0:005 0:14286 0:098850:6 0:005 0:25000 0:103880:7 0:005 0:14286 0:095140:8 0:005 0:25000 0:111460:3 0:01 0:14286 0:112530:4 0:01 0:25000 0:169110:5 0:01 0:25000 0:166430:6 0:01 0:25000 0:159840:7 0:01 0:25000 0:123240:8 0:01 0:25000 0:173390:3 0:05 0:25000 0:111610:4 0:05 0:25000 0:154260:5 0:05 0:25000 0:198570:6 0:05 0:25000 0:190810:7 0:05 0:25000 0:196260:8 0:05 0:25000 0:20286Uit dit overzicht kan worden geconcludeerd dat een hele kleine mutatiekansvan 0:005 slechtere resultaten geeft dan een mutatiekans van 0:05. Het veran-deren van de kans op crossover gaf veel minder duidelijke verschillen, al hebbencrossoverkansen van minstens 0:5 de neiging om iets betere resultaten te geven.In bijna alle gevallen wordt een chromosoom gevonden met een �tness van 0:25,hetgeen overeenkomt met �e�en student die �e�en keer twee examens op een dagheeft.2.2.5 Resultaten met echte data (1)E�en belangrijk nadeel van aselecte data is dat het aantal studenten per examenredelijk uniform verdeeld zal zijn. In de praktijk zal dit vrijwel nooit het gevalzijn. Verder waren in de gebruikte data uit de vorige paragraaf zowel het aantalstudenten als het aantal examens redelijk beperkt. Om deze redenen zeggen dein de vorige paragraaf gevonden resultaten niet zoveel over de praktijk.Via de avondschool van de \Hogeschool voor Economische Studies" (HES) teRotterdam kon gebruik gemaakt worden van echte inschrijvingen van studentenvoor tentamens. Het betrof hier hertentamens die in de periode van 15 augustustot en met 26 augustus 1994 werden gegeven. Om in het tijdsbestek van 10 dagen(in het weekend werd niet getentamineerd) 95 hertentamens te kunnen afnemenwerden een aantal tentamens overdag afgenomen. In het algemeen waren er 3timeslots per dag:1. 's morgens van 9.00 uur tot 11.00 uur2. 's avonds van 17.30 uur tot 19.30 uur3. 's avonds van 20.00 uur tot 22.00 uur.16



Voor de diverse hertentamens hadden zich in totaal 153 studenten ingeschreven.Voor een volledig overzicht van de inschrijvingen wordt verwezen naar AppendixA. Passen we de �tnessfunctie toe op de indeling die toendertijd met de handwerd gemaakt dan vinden we een �tness van 0:025, hetgeen overeenkomt meteen totale boete van 39 punten.Het vinden van geschikte waarden voor de populatiegrootte, het aantal tegenereren populaties, de kans op crossover en de kans op mutatie was aanvanke-lijk een groot probleem. Het lag voor de hand het eerst te proberen met een kansop �e�en-punts crossover van 80% en een kans van 5% op gewone mutatie, daar ditbij de aselecte data redelijk goed beviel. Zoals uit de gegevens van de volgendetabel blijkt, was het resultaat niet erg bemoedigend: zelfs de �tness van 0:025voor de met de hand gemaakte tentamenindeling werd bij lange na niet gehaald.Pop grootte runs pops PCross PMut beste �tness50 10 200 0.80 0.05 0.0070450 1 500 0.80 0.05 0.00690100 2 500 0.80 0.05 0.01847100 1 1000 0.80 0.05 0.0117650 1 1000 0.80 0.05 0.0109950 1 1500 0.80 0.05 0.0142950 1 2000 0.80 0.05 0.0071950 1 4000 0.80 0.05 0.01724Verassend genoeg bleken de in [CorFanMel93] opgegeven waarden veel beterte voldoen:Pop grootte runs pops PCross PMut beste �tness50 10 300 0.70 0.003 1Wat misschien nog veel meer zegt is dat bij 9 van de 10 runs van 300 nieuwegeneraties het beste chromosoom een �tness had van 0:25 (dus veel beter danhet met de hand bereikte resultaat) en in �e�en geval het beste chromosoom zelfseen �tness van 1 had. Dit laatste betekent dat er een rooster werd gevondenzonder enige ongewenste situatie voor een student. Redenen waarom het bijdeze waarden ineens veel beter gaat kunnen zijn:� de data is niet langer aselect.� de chromosoomlengte (= aantal tentamens) is nu 95 tegen 25 bij de ase-lecte data. Hierdoor worden bij dezelfde kans op mutatie gemiddeld bijnavier keer zoveel genen veranderd. Bij een mutatiekans van 5% worden bijeen chromosoom van lengte 95 gemiddeld teveel genen in �e�en keer veran-derd. Dit verklaart dat een veel lagere mutatiekans nu veel beter werkt.
17



2.2.6 Resultaten met echte data (2)Na het vinden van een optimale oplossing met behulp van �e�en-punts crossoveren gewone mutatie werd het interessant na te gaan of gebruik van andere (com-binaties van) crossover-operatoren en mutatie-operatoren tot een snellere con-vergentie leidt. Bij het experimenteren met �e�en-punts crossover, twee-puntscrossover en uniforme crossover voor het MESP probleem werd uitgegaan van:1. de data van de avondschool van de HES2. een crossover-kans van 0:73. een kans op gewone mutatie van 0:0034. bij uniforme crossover een kans op uitwisseling van 0:5 per alleleDe kansen 0:7 en 0:003 zijn zo gekozen, omdat daar in de vorige paragraaf algoede ervaringen mee zijn opgedaan.Er is tevens ge�experimenteerd met combinaties van verschillende crossovers.Hierbij werd, steeds wanneer met een kans van 0:7 crossover moest wordenuitgevoerd, aselect �e�en uit twee of drie mogelijke crossovers gekozen. Op dezemanier onstonden 7 mogelijke combinaties:1. alleen �e�en-punts crossover2. alleen twee-punts croosover3. alleen uniforme crossover4. �e�en-punts en twee-punts crossover5. �e�en-punts en uniforme crossover6. twee-punts en uniforme crossover7. �e�en-punts, twee-punts en uniforme crossoverVoor elke combinatie werden 10 keer, uitgaande van een aselect gekozen popu-latie van 50 chromosomen, 300 nieuwe populaties gegenereerd, zonder gebruikte maken van elitisme. De tabellen in Appendix B geven om de 50 generatiesde volgende statistische gegevens:� maximale �tness van het beste chromosoom in de 10 runs samen� de boete voor dat beste chromosoom� de gemiddelde maximale �tness van de 10 beste chromosomen (uit elkerun het beste chromosoom)� de gemiddelde boete van de 10 beste chromosomenOnderlinge vergelijking van de tabellen leert dat:1. bij elke (combinatie van) crossover(s) uiteindelijk in �e�en of meer runs welhet optimum met boete 0 gevonden wordt18



2. (alleen) twee-punts crossover sneller tot het vinden van het optimum leidtdan (alleen) �e�en-punts crossover of uniforme crossover3. een combinatie van twee soorten crossovers niet tot een sneller vinden vanhet optimum leidt (in vergelijking met twee-punts crossover)4. een combinatie van twee soorten crossovers wel tot een betere gemiddelde�tness van het beste chromosoom leidt (met name de combinatie van twee-punts crossover en uniforme crossover springt er positief uit)5. een combinatie van alle 3 de crossovers niet tot enige verbetering leidt tenopzichte van een combinatie van twee crossoversVervolgens werden ook de verschillende mutatie-operatoren aan een naderonderzoek onderworpen. De resultaten van de experimenten zijn in AppendixC te vinden. Hieruit blijkt dat de resultaten er in vergelijking met de resultatenuit Appendix B niet beter van werden. We kunnen derhalve concluderen datvoor het MESP-probleem gewone mutatie de beste mutatie-operator is.Tenslotte werd ook ge�experimenteerd met iets andere en zwaardere boetes,te weten: examens boetegelijktijdig 100op zelfde dag 10's avonds en volgende ochtend 102 opeenvolgende dagen 1Door verhoging van de boetes en uitbreiding van het boetestelsel was het on-mogelijk een optimaal rooster met boete = 0 te vinden. E�en student had zichvoor 10 examens ingeschreven. Daar de examenperiode uit 12 dagen (inclusiefeen zaterdag en een zondag) bestond heeft deze student sowieso al een boetevan 9. Bovendien beperkt een optimaal rooster voor deze student enorm demogelijkheden van optimalisatie voor de andere studenten.Uit Appendix D blijkt dat uniforme crossover in dit geval beter presteertdan �e�en-punts of twee-punts crossover. De combinatie met gewone mutatie endagwisselmutatie gaf het beste resultaat.Conclusie: Voorzichtig kunnen we uit alle bovenstaande experimenten conclu-deren dat �e�en-punts crossover de slechtste resultaten geeft. De keuze voor twee-punts-crossover of uniforme crossover lijkt mede af te hangen van de groottevan de boetes. Van alle gebruikte mutatie-operatoren geeft gewone mutatieeventueel gecombineerd met dagwisselmutatie het beste resultaat.2.3 NP-volledigheid van MESPIs MESP (of RMESP) ook NP-volledig? RMESP lijkt nog het meest op hetzogeheten integer-programming problem: gegeven een m � n-matrix A en eeninteger m-vector b, bestaat er een integer n-vector x met elementen uit f0; 1g19



zo dat Ax � b. Van het integer-programming problem is bekend dat het NP-volledig is (zie bijvoorbeeld [CorLeiRiv92, p. 960]).Om te bepalen of het MESP-probleem al dan niet NP-volledig is, moet het eerstals beslissingsprobleem geformuleerd worden. Dit kan als volgt: gegeven eeninstantie van het probleem, een boete-regeling voor allerlei vervelende situatiesen een positief geheel getal l, bestaat er een rooster dat gebruikt maakt vanhoogstens l timeslots, zo dat voor geen enkele student een vervelende situatieoptreedt? Om op deze vraag een antwoord te vinden bekijken we het beperktereRMESP�-probleem, dat als volgt uit het MESP-probleem getransformeerd kanworden:� alleen gelijktijdigheid van twee examens op �e�en timeslot wordt als eenvervelende situatie voor een student beschouwd� elke student die aan �e�en examen deelneemt, laten we in RMESP� weg,want deze maakt het probleem toch niet eenvoudiger of moeilijker� voor elke student die binnen de instantie van MESP aan n � 2 examensdeelneemt, cre�eren we 12n (n� 1) studenten, waarbij elke student aan pre-cies twee van de oorspronkelijke n examens deelneemt en geen enkele stu-dent aan hetzelfde tweetal examens deelneemt, en waarbij alle mogelijkecombinaties van twee verschillende uit de oorspronkelijke n examens aanbod komen� dubbele voorkomens (dat wil zeggen meer dan �e�en student die aan het-zelfde tweetal examens deelneemt) worden verwijderdAls RMESP� NP-volledig is, dan zeker ook MESP.Het RMESP�-probleem behoort zeker tot de klasse NP. Voor een kandidaat-oplossing (Tij) kan door een matrixvermenigvuldiging en het checken van deelementen van het resultaat gecontroleerd worden of de kandidaatoplossing aande eisen voldoet. Dit kan in polynomiale tijd.Om te bewijzen dat RMESP� NP-volledig is zullen we een een polynomialereductie construeren van het bekende graph coloring problem. Hierbij is devraag of de knopen van een gegeven graaf G zo gekleurd kunnen worden datgeen twee aangrenzende knopen dezelfde kleur hebben.Tussen het graph coloring problem en RMESP� is op eenvoudige wijze eenbijectie te construeren. Laat hiertoe A de verzameling van alle mogelijke in-stanties van het graph coloring problem zijn en B de verzameling van allemogelijke instanties van RMESP�. A = f(G; k)g met G = (V; T ) een graaf,V = fV1; : : : ; Veg de verzameling van knopen, T de verzameling van takkenen k een niet negatief geheel getal (k is het aantal kleuren waarmee men degraaf wil kleuren). B = f(E; S; l)g met E de verzameling van examens, S deverzameling van studenten en l een niet negatief geheel getal (l is het aantaltimeslots dat gebruikt mag worden bij inroostering). De functie f : A ! Bwordt gede�nieerd door f ((G; k)) = (E; S; l)waarbij E ontstaat door voor elke knoop in G een examen te cre�eren, S ontstaatdoor voor elke tak uit G een student te cre�eren die aan die examens deelneemt20



����a ����b����c ����d������ - E = fa,b,c,dgS = fAB,BC,BD,CDgFiguur 2: transformatie tussen het graph coloring problem en RMESP�die overeenkomen met de twee knopen van de tak en l = k. Knopen die in eenkleuring van de graaf dezelfde kleur krijgen, corresponderen met examens dieop hetzelfde timeslot ge�examineerd worden.In �guur 2 wordt deze afbeelding f voor een eenvoudig voorbeeld in beeld ge-bracht. Merk op dat de graaf in �guur 2 3-kleurbaar is: kleur bijvoorbeeld deknopen a en c blauw, knoop b wit en knoop d rood. Het volgende examenroostercorrespondeert met deze graaf:timeslot examen studentenT1 a; c AB;BC;CDT2 b AB;BC;BDT3 d BD;CDEenvoudig is in te zien dat f goed-gede�nieerd, surjectief en injectief is. Verderis duidelijk dat een instantie van A k-kleurbaar is dan en slechts dan als voorde bijbehorende instantie van B geldt dat hoogstens l timeslots nodig zijn vooreen probleemloos rooster. Omdat het graph coloring problem NP-volledig is(zie bijvoorbeeld [CorLeiRiv92, p. 962], is hiermee aangetoond dat RMESPeveneens NP-volledig is. 2
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3 Het \Teacher Invigilation Scheduling Prob-lem" (TISP)3.1 Beschrijving van het probleemNaast het MESP, het maken van een examenrooster voor de studenten, hebbenwe een gelijksoortig probleem voor de surveillerende docenten. Bij een gegevenexamenrooster dient een surveillancerooster gemaakt te worden voor de surveil-lerende docenten. Dit rooster dient aan een aantal eisen te voldoen en zo veelals mogelijk aan een aantal wensen tegemoet te komen. Deze eisen en wensenworden hieronder opgesomd.Eisen:� geen docent mag twee keer op hetzelfde tijdstip surveilleren� geen docent mag ingezet worden op momenten dat hij/zij absoluut nietkan� het aantal surveillancebeurten dient evenredig te zijn met de taakomvangvan de docent, dat wil zeggen de beurten moeten \eerlijk" verdeeld wordenWensen:� laat een docent niet voor slechts �e�en surveillancebeurt op een dag (eenzogenaamde 1-beurt) naar school komen� het aantal tussenbeurten dient minimaal te zijn. Een tussenbeurt is hierbijeen vrije periode tussen twee surveillancebeurten van een docent op �e�endag, gedurende welke er wel examens worden afgenomen� bij elk examen voor module (vak) X is minstens �e�en docent aanwezig diemodule (vak) X ook geeftEen tweetal aannames liggen bij TISP voor de hand:1. de timeslots, waarop ge�examineerd wordt, zijn onderling disjunct. Hiermeewordt niet alleen bedoeld dat de timeslots elkaar niet overlappen, maarook dat er voldoende ruimte tussen elk tweetal timeslots zit opdat eendocent bij beide kan surveilleren2. voor elk timeslot zijn er voldoende docenten als surveillant beschikbaarEen preciezere formulering is:f1; 2; : : : ; dg : verzameling van docentenf1; 2; : : : ; tg : (stijgend gesorteerde) verzameling van timeslotsSi (i = 1; : : : ; t) : aantal benodigde docenten voor timeslot iUj (j = 1; : : : ; d) : aantal beurten voor docent j (afgerond op een geheelgetal) 22



Xj = �kj;1; : : : ; kj;lj	 (j = 1; : : : ; d) : de timeslots waarop docent j nietbeschikbaar isMTi = fMl1 ; : : : ;Mlig : de modules die op timeslot i ge�examineerd wor-denMDj = fMj;1; : : : ;Mj;mg : de modules die door docent j gegeven wordenGezocht wordt een functie, het surveillancerooster,f : f1; : : : ; tg � f1; : : : ; dg ! f0; 1gzo dat1. f (i; j) = 1 dan en slechts dan als docent j op timeslot i moet surveilleren2. i 2 Xj ) f (i; j) = 03. Pdj=1 f (i; j) = Si 8i (juiste aantal docenten per timeslot)4. Pti=1 f (i; j) = Uj 8j (\juiste" aantal beurten per docent)5. (8Ml 2MTi) (9j [Ml 2MDj ^ f (i; j) = 1]) (i = 1; : : : ; t) (bij elk examenis een \vakdocent" aanwezig)6. [P f (i; j) j 6 9k [k 6= i ^ f (k; j) = 1 ^ i en k op zelfde dag]] is minimaal on-der de eis dat aan de overige voorwaarden voldaan wordt (zo weinig mo-gelijk dagen met slechts �e�en surveillancebeurt)7. (P f (i; j) j [(f (i; j) = 1) ^ (f (k; j) = 1) ^ (i en k op zelfde dag) ^ (i < k)^ [9lji < l < k ^ f (l; j) = 0]]) is minimaal onder de eis dat aan de overigevoorwaarden voldaan wordt (zo weinig mogelijk \tussenbeurten" voor desurveillanten, daar deze soms beschouwd worden als overeenkomend mettwee 1-beurten)Van deze zeven punten zijn de eerste drie zonder meer verplicht. De wensdat bij elk examen een vakdocent aanwezig is, is weliswaar zeer wenselijk, maarzal in de praktijk niet altijd haalbaar zijn. Het eerlijk verdelen van de beurtenonder de docenten heeft een hogere prioriteit dan het minimaliseren van hetaantal 1-beurten. Overigens hoeft het niet altijd mogelijk te zijn om de beurteneerlijk te verdelen. In paragraaf 3.4 wordt nader ingegegaan over het al dan nieteerlijk kunnen verdelen van de beurten.In de volgende paragrafen zal allereerst een wiskundige a
eiding gegevenworden van het minimale aantal 1-beurten en tussenbeurten voor het geval dateen dag precies 3 disjuncte timeslots bevat. Dit zal tevens richtlijnen voor de tevolgen strategie opleveren. Vervolgens zullen voor een redelijk grote instantievan het probleem resultaten gepresenteerd worden van een algoritme dat dezestrategie navolgt. Tenslotte zullen de resultaten van een genetisch algoritme opdezelfde instantie van het probleem besproken worden.23



3.2 Optimalisatie van 1-beurtenWe zullen nu onderzoeken wat bij een drietal timeslots op �e�en dag het minimaleaantal 1-beurten is dat aan de docenten moet worden gegeven. De volgendeaannames worden gemaakt:1. een dag bestaat uit 3 disjuncte timeslots waarop respectievelijk x, y en zdocenten nodig zijn2. er zijn altijd voldoende docenten beschikbaar3. de beschikbare docenten kunnen eventueel de gehele dag worden ingezetZowel de opvatting dat een tussenbeurt in het geheel niet erg is, als de opvattingdat een tussenbeurt even erg is als twee 1-beurten is te verdedigen. Daaromzijn voor beide (uiterste) gevallen in de volgende paragrafen formules voor hetminimale aantal 1-beurten afgeleid. Iets algemener zou zijn om te stellen dateen tussenbeurt � keer zo erg is dan een 1-beurt waarbij 0 � � � 2.3.2.1 Het geval: �e�en tussenbeurt komt overeen met twee 1-beurtenVoor alle x; y; z 2 N wordt de functie f (x; y; z) gede�nieerd als het aantal 1-beurten dat resteert bij optimale indeling van 2/3-beurten, waarbij �e�en tussen-beurt overeenkomt met twee 1-beurten. Hierbij zijn x, y en z het aantal docen-ten dat voor het eerste, het tweede respectievelijk het derde timeslot op een dagnodig is. Deze functie heeft de volgende eigenschappen:1. f (x; y; z) � 02. f (x; y; 0) = jx� yj3. f (x; 0; z) = x+ z4. f (x; y; z) = f (z; y; x)5. 8x; y; z > 0 :f (x; y; z) = min (f (x� 1; y � 1; z � 1) ; f (x� 1; y � 1; z) ; f (x; y � 1; z � 1))6. y = min (x; y; z)! f (x; y; z) = x� 2y + z7. z = min (x; y; z)! f (x; y; z) = 8<: x� y als x � yy � x� z als x � y � z0 als y � z < x < y8. x = min (x; y; z)! f (x; y; z) = 8<: z � y als z � yy � x� z als z � y � x0 als y � x < z < y9. f (x; y; z) = max (0; x� 2y + z; y � x� z;max (x; z)� y)De eigenschappen 1 tot en met 4 zijn eenvoudig te veri��eren. Eigenschap 8 volgtdirect uit de eigenschappen 4 en 7. Eigenschap 9 volgt uit de eigenschappen 6tot en met 8 door de afzonderlijke gevallen samen te nemen. De bewijzen van24



eigenschappen 5, 6 en 7 volgen hieronder. Voor het bewijs van de eigenschappen6 en 7 maken we gebruik van volledige inductie.Bewijs van eigenschap 5Het geven van een tussenbeurt komt overeen met het toekennen van 2 keer een1-beurt, zodat het toekennen van een tussenbeurt nooit tot een beter resultaatkan leiden dan het toekennen van een 1-beurt op het eerste of laatste timeslot.Het toekennen van een 1-beurt kan niet tot een beter resultaat leiden dan hettoekennen van een 2-beurt of een 3-beurt (twee respectievelijk drie aaneenslui-tende surveillancebeurten). Immers: daar x; y; z > 0 is het uitdelen van alleenmaar 1-beurten zeker niet optimaal. Het optimale pad bevat dus minstens �e�en2-beurt of 3-beurt. Omdat op het optimale pad 1-, 2- en 3-beurten onderlingverwisselbaar zijn, wordt er niets verloren als met een 2-beurt of 3-beurt gestartwordt. Eigenschap 5 zegt precies dat het optimale pad hetzij een 3-beurt, hetzijeen vroege 2-beurt, hetzij een late 2-beurt bevat. 2Bewijs van eigenschap 6Met inductie naar y.y = 0 :f (x; y; z) = f (x; 0; z) = x+ z = x+ z � 2yy > 0 :Neem aan dat eigenschap 6 geldt tot en met y � 1. Te bewijzen: eigenschap 6geldt ook voor y.Omdat y = min (x; y; z) geldt ook daty � 1 = min (x� 1; y � 1; z � 1) = min (x� 1; y � 1; z) = min (x; y � 1; z � 1)en dus (er kunnen 2- of 3-beurten uitgedeeld worden):f (x; y; z) = min (f (x� 1; y � 1; z � 1) ; f (x� 1; y � 1; z) ; f (x; y � 1; z � 1))= min (x� 1 + z � 1� 2 (y � 1) ; x� 1 + z � 2 (y � 1) ; x+ z � 1� 2 (y � 1))= min (x+ z � 2y; x+ z � 2y + 1; x+ z � 2y + 1)= x� 2y + zDus eigenschap 6 geldt ook voor y. 2Bewijs van eigenschap 7Met inductie naar z.z = 0 :f (x; y; z) = f (x; y; 0) = jx� yj = � x� y als x � yy � x = y � x� z als x � y � zHet derde alternatief komt nu niet voor, daar dan y < x < y zou zijn.z > 0 :Neem aan dat eigenschap 7 geldt tot en met z � 1. Te bewijzen: eigenschap 7geldt ook voor z.We splitsen de 3 gevallen uit:geval a: x � y en z = min (x; y; z) 25



1. (3-beurt) Omdat in dit geval x � 1 � y � 1 � z � 1 geldt vanwege deinductiehypothese:f (x� 1; y � 1; z � 1) = x� 1� (y � 1) = x� y2. (vroege 2-beurt)(a) Als y > z , dan is x � 1 � y � 1 � z en dus vanwege de inductiehy-pothese:f (x� 1; y � 1; z) = x� 1� (y � 1) = x� y(b) Als y = z, dan is y � 1 = min (x� 1; y � 1; z), zodat volgens eigen-schap 6:f (x� 1; y � 1; z) = x� 1 + z � 2 (y � 1) = x� y + 13. (late 2-beurt)Omdat x � y�1 � z�1 geldt vanwege de inductiehypothese:f (x; y � 1; z � 1) = x� (y � 1) = x� y + 1Hieruit volgt dat:f (x; y; z) = min (f (x� 1; y � 1; z � 1) ; f (x� 1; y � 1; z) ; f (x; y � 1; z � 1))= min (x� y; x� y (+1) ; x� y + 1)= x� ygeval b: x � y � z en z = min (x; y; z)1. (3-beurt) Omdat uit de voorwaarde volgt dat z�1 � x�1 � y�1�(z � 1)geldt vanwege de inductiehypothese:f (x� 1; y � 1; z � 1) = (y � 1)� (x� 1)� (z � 1) = y � x� z + 12. (vroege 2-beurt)(a) Als z < x dan geldt: z � x � 1 � (y � 1) � z, zodat vanwege deinductiehypothese:f (x� 1; y � 1; z) = (y � 1)� (x� 1)� z = y � x� z(b) z = x) f (x� 1; y � 1; z) = f (x� 1; y � 1; x) = f (x; y � 1; x� 1)Daar x � 1 � x � (y � 1) � (x� 1) geldt volgens de inductieveron-derstelling: f (x� 1; y � 1; z) = (y � 1)� x� (x� 1) = y � x� z3. (late 2-beurt) Uit de voorwaarde volgt dat: z � 1 � x � (y � 1)� (z � 1),zodat vanwege de inductiehypothese:f (x; y � 1; z � 1) = (y � 1)� x� (z � 1) = y � x� zHieruit volgt dat:f (x; y; z) = min (f (x� 1; y � 1; z � 1) ; f (x� 1; y � 1; z) ; f (x; y � 1; z � 1))= min (y � x� z + 1; y � x� z; y � x� z)= y � x� zgeval c: y � z < x < y en z = min (x; y; z)Uit de voorwaarde volgt direct: z � 1 � x� 1 en x� 1 < y � 1.(a) Als y � z < x� 1, dan is ook (y � 1)� (z � 1) < (x� 1), zodatwegens de inductieveronderstelling: f (x� 1; y � 1; z � 1) = 026



(b) Als y � z = x � 1, dan x � 1 � (y � 1) � (z � 1), zodat volgens gevalb: f (x� 1; y � 1; z � 1) = (y � 1) � (x� 1) � (z � 1) = y � x � z + 1 =x� 1� x+ 1 = 0Wegens eigenschap 1 volgt hieruit dat:f (x; y; z) = min (f (x� 1; y � 1; z � 1) ; f (x� 1; y � 1; z) ; f (x; y � 1; z � 1))= min (0; f (x� 1; y � 1; z) ; f (x; y � 1; z � 1))= 0Dus eigenschap 7 geldt ook voor z. 2Uit het bewijs volgt rechtstreeks de optimale strategie voor het verdelen van2/3-beurten. Behalve als z � x � y � z of x � z � y � x dient begonnen teworden met het weggeven van een aantal 3-beurten. Dit aantal is gelijk aan:8>>>>>>>><>>>>>>>>:
y als y = min (x; y; z)z als x � y � zx� y + z als y � z < x < y en z � x0 als z � x � y � zx als z � y � xx� y + z als y � x < z < y en x � z0 als x � z � y � xNa het verdelen van 3-beurten dienen zoveel mogelijk 2-beurten uitgedeeld teworden. Hierbij zijn vier gevallen te onderscheiden, waarbij x, y en z steeds deoorspronkelijk benodigde aantallen surveillanten aangeven:1. y = min (x; y; z)Er worden nu geen 2-beurten uitgedeeld.2. x � y � z of z � y � xVoor het laatste respectievelijk eerste timeslot is nu geen docent meernodig. De 2-beurten worden dan over de overige twee timeslots verdeeld.3. z � x � y � z of x � z � y � xOmdat x + z � y zal x keer een docent op de eerste twee timeslots en zkeer een docent op de laatste twee timeslots worden ingeroosterd.4. ( y � z < x < y en z � x) of (y � x < z < y en x � z)Als voor de drie timeslots nog xx; yy en zz docenten nodig zijn, geldtna de verdeling van de 3-beurten dat xx + zz = yy, zodat xx keer eendocent op de eerste twee timeslots en zz keer een docent op de laatstetwee timeslots zal worden ingeroosterd. Dat xx + zz = yy volgt uit hetfeit dat xx = x � (x� y + z) = y � z, yy = y � (x� y + z) = 2y � x� zen zz = z � (x� y + z) = y � x.Als de timeslots op een dag onderling verwisseld mogen worden kan alleen inde volgende gevallen het aantal 1-beurten nog verder geminimaliseerd worden.27



1. Als z = min (x; y; z) en x � y, wissel dan de eerste 2 timeslots om. Ervindt dan een besparing plaats van min (z; x� y) 1-beurten.2. Als x = min (x; y; z) en z � y, wissel dan de laatste 2 timeslots om. Ervindt dan een besparing plaats van min (x; z � y) 1-beurten.3. Als y = min (x; y; z), wissel het tweede timeslot dan eerst om met hetlaatste timeslot en ga vervolgens verder als boven. De besparing is nu� 2�min (x; z)� y als y � jz � xjx� 2y + z als y > jz � xjOpgemerkt dient te worden dat de functie f slechts een theoretische onder-grens voor het aantal 1-beurten geeft en dat deze grens alleen geldt als docentenaltijd gedurende een gehele dag ingezet kunnen worden. In de praktijk zullendocenten niet altijd beschikbaar zijn voor surveillance. Bovendien houdt f geenrekening met een eerlijke verdeling van het aantal surveillancebeurten over dedocenten, terwijl dit wel een eis is waaraan een surveillancerooster dient te vol-doen (zie paragraaf 3.1). Zoals uit een praktijkvoorbeeld in paragraaf 3.3 blijktkan het aantal 1-beurten door deze oorzaken in de praktijk behoorlijk boven hettheoretische minimum liggen.3.2.2 Het geval: �e�en tussenbeurt komt overeen met nul 1-beurtenVoor alle x; y; z 2 N wordt de functie f (x; y; z) gede�nieerd als het aantal1-beurten dat resteert bij optimale indeling van 2/3-beurten, waarbij tussen-beurten in het geheel niet meetellen bij het bepalen van het aantal 1-beurten.Hierbij zijn x, y en z het aantal docenten dat voor het eerste, het tweede respec-tievelijk het derde timeslot op een dag nodig is. Deze functie heeft de volgendeeigenschappen:1. f (x; y; z) � 02. f (x; y; z) = f (x; z; y) = f (y; x; z) = f (y; z; x) = f (z; x; y) = f (z; y; x)3. 8x; y; z > 0 :f (x; y; z) = min(f (x� 1; y � 1; z � 1) ; f (x� 1; y � 1; z) ;f (x; y � 1; z � 1) ; f (x� 1; y; z � 1))4. als x � y � z dan f (x; y; z) = max (0; x� y � z)Eigenschap 1 is eenvoudig te veri��eren.Bewijs van eigenschap 2(a) Uit symmetrie-overwegingen volgt direct dat f (x; y; z) = f (z; y; x).(b) Laten A = (x; y; z) en B = (y; z; x) twee verdelingen van benodigde do-centen over drie timeslots zijn. Een 2-beurt voor de eerste twee timeslotsin A correspondeert met een tussenbeurt in B. Een 2-beurt voor de laat-ste twee timeslots in A correspondeert met een 2-beurt voor de eerste28



2 timeslots in B. Een tussenbeurt in A correspondeert met een 2-beurtvoor de laatste twee timeslots in B. Een 3-beurt in A correspondeert meteen 3-beurt in B. Omdat tussenbeurten en 2-beurten hetzelfde bijdragentot het aantal 1-beurten volgt hieruit dat we x, y en z cyclisch mogenverwisselen.(c) Uit (a) en (b) volgt eigenschap 2. 2Bewijs van eigenschap 3Het toekennen van een 1-beurt kan niet tot een beter resultaat leiden dan hettoekennen van een 2-beurt, een tussenbeurt of een 3-beurt. Immers: daarx; y; z > 0 is het uitdelen van alleen maar 1-beurten zeker niet optimaal. Hetoptimale pad bevat dus minstens �e�en 2-beurt, �e�en tussenbeurt of �e�en 3-beurt.Omdat op het optimale pad 1-, 2-, 3- en tussenbeurten onderling verwisselbaarzijn, wordt er niets verloren als met een 2-beurt, tussenbeurt of 3-beurt gestartwordt. 2Bewijs van eigenschap 4Met inductie naar (z; y; x) lexicogra�sch.xyz = 0:Zeker geldt nu dat z = 0. Eenvoudig is in te zien dat het minimale aan-tal 1-beurten in dit geval gelijk is aan x � y, terwijl eveneens f (x; y; 0) =max (0; x� y � 0) = x� y.x; y; z � 1:Neem aan dat eigenschap 4 geldt voor alle (x1; y1; z1) met x1 � x, y1 � y,z1 � z, x1 � y1 � z1 en x1 + y1 + z1 < x+ y + z.Vanwege eigenschap 3 en de inductieveronderstelling geldt:f (x; y; z)= min(f (x� 1; y � 1; z � 1) ; f (x� 1; y � 1; z) ;f (x; y � 1; z � 1) ; f (x� 1; y; z � 1))= min(max (0; x� y � z + 1) ; f (x� 1; y � 1; z) ;max (0; x� y � z) ; f (x� 1; y; z � 1)We onderscheiden nu twee gevallen:1. als x � y � z � 0 dan is max (0; x� y � z) = 0, zodat wegens eigenschap1 geldt dat f (x; y; z) = 02. als x � y � z > 0 dan is x > y zodat wegens de inductieveronderstellingf (x� 1; y; z � 1) = max (0; x� y � z) = x� y � zVoor f (x; y; z) geldt nu dat:f (x; y; z) = min (x� y � z; f (x� 1; y � 1; z))Wederom twee gevallen:(a) als y > z, dan is wegens de inductieveronderstelling f (x� 1; y � 1; z) =x� y � z 29



(b) als y = z, dan is wegens eigenschap 2 en de inductieveronderstellingf (x� 1; y � 1; z) = f (x� 1; z; y� 1) = x� y � zIn beide gevallen geldt nu dat f (x; y; z) = x� y � zDus eigenschap 4 geldt ook voor (x; y; z). 2Uit het bewijs van eigenschap 4 volgt rechtstreeks de optimale strategie voorhet verdelen van 2/3-beurten. Het aantal te verdelen 3-beurten is gelijk aan:8<: max (0; y � jx� zj)max (0; z � jx� yj)max (0; x� jy � zj)Na het verdelen van 3-beurten dienen zoveel als mogelijk 2- en tussenbeurtenuitgedeeld te worden. Voor een minimaal aantal 1-beurten moet dan de volgendestrategie gevolgd worden:1. bepaal de twee timeslots met de grootste behoefte aan docenten; zeg datdeze behoeftes t1 respectievelijk t2 zijn2. wijs aan deze twee timeslots min (t1; t2) docenten toe middels 2-beurtenof tussenbeurten; voor minstens �e�en van de timeslots is nu geen docentmeer nodig3. wijs, zolang er nog twee timeslots een behoefte aan docenten hebben,middels een 2-beurt of tussenbeurt een docent aan deze timeslots toeOm te bewijzen dat deze strategie optimaal is mogen we vanwege eigenschap 2aannemen dat y � x � z. We onderscheiden 2 gevallen:(1) y � jx� zjEr zijn nu geen 3-beurten uitgedeeld zodat we nog steeds (x; y; z) alsverdeling hebben. Toepassing van de eerste twee stappen van de strategielevert de verdeling (0; y; z � x). Na toepassing van stap 3 is de verdelinggelijk aan (0; 0; z � x� y). Het aantal 1-beurten is nu gelijk aan jz�xj�y.Dit aantal is optimaal volgens eigenschap 4.(2) y > jx� zjNa het uitdelen van y�jx� zj 3-beurten is de verdeling van de resterendebenodigde docenten gelijk aan (z � y; z � x; 2z � y � x). Het middelstetimeslot heeft nu de kleinste behoefte aan docenten, zodat toepassing vanstap 1 en 2 van de strategie (0; z � x; z � x) als verdeling oplevert. Na stap3 is de overblijvende verdeling (0; 0; 0). Er zijn dus 0 1-beurten, hetgeenuiteraard optimaal is. 230



Evenals in paragraaf 3.2.1 geldt ook nu weer dat de functie f slechts een the-oretische ondergrens voor het aantal 1-beurten geeft en dat het werkelijke aantal1-beurten hoger kan uitvallen als met andere eisen rekening wordt gehouden.Tot slot kunnen we opmerken dat ongeacht of een tussenbeurt voor nul oftwee 1-beurten telt, de optimale strategie bestaat uit het eerst uitdelen van eengeschikt aantal 3-beurten, vervolgens een geschikt aantal 2-beurten en tenslottede noodzakelijke 1-beurten.3.3 Praktijkresultaten3.3.1 InleidingDe vraag is in hoeverre de in paragraaf 3.2.1 en 3.2.2 berekende theoretischeondergrenzen gehaald kunnen worden als het surveillancerooster ook nog devolgende beperkingen kent:1. docenten kunnen, om wat voor reden dan ook, voor �e�en of meer timeslotsniet beschikbaar zijn voor surveillance,2. het aantal surveillancebeurten van een docent dient evenredig te zijn metzijn/haar taakomvang,3. zoveel als mogelijk dient bij elk examen een docent aanwezig te zijn diehet te examineren vak ook geeft.ad 1. Allereerst merken we op dat aanname 2 op pagina 22 (voor elk time-slot zijn altijd voldoende docenten beschikbaar) onverminderd van krachtblijft, daar anders sowieso geen surveillancerooster te maken is. Zoals inparagraaf 3.4 zal worden aangetoond, kan een rooster dan en slechts dangemaakt worden als voor elke verzameling van timeslots voldoende docen-ten beschikbaar zijn.Als het aantal docenten, dat gedurende de gehele dag voor surveillancebeschikbaar is, kleiner is dan het grootste aantal docenten dat voor eenbepaald timeslot op die dag nodig is, kan dat een negatieve invloed hebbenop het aantal 1-beurten. Dit is bijvoorbeeld het geval als we op die dagalleen maar 3-beurten wensen uit te delen.ad 2. Om het aantal surveillancebeurten voor een docent evenredig te laten zijnmet zijn taakomvang, wordt het aantal surveillancebeurten voor docent jberekend als (tj=P ti) � S, waarbij- tj : taakomvang van docent j, uitgedrukt als een fraktie van eenvolledige baan- P ti: totale taakomvang van alle docenten samen- S totaal aantal te verdelen surveillancebeurtenIn het algemeen zal het op deze manier berekende aantal beurten nietop een geheel getal uitkomen. Zowel b(tj=P ti) � Sc als d(tj=P ti) � Sezullen daarom als een \eerlijk" aantal beurten voor docent j geaccepteerdworden. Dit geeft tevens een beperkte speelruimte van maximaal 1 beurt31



per docent om daarmee het rooster (nog verder) te optimaliseren. On-danks deze speelruimte kan het aantal 1-beurten drastisch toenemen alsde beurten eerlijk verdeeld moeten worden, zoals het volgende (extreme)voorbeeld aantoont. Honderd docenten van een school hebben alle eenvolledige baan en moeten ieder precies 8:5 keer surveilleren. Op de laat-ste dag na is er voor alle dagen reeds een rooster gemaakt, waarin aanalle docenten 8 surveillancebeurten zijn toebedeeld. De 50 beurten van delaatste dag moeten nu elk aan een andere docent worden toegekend als weaan de eis van een eerlijke verdeling willen vasthouden. Dit betekent datalleen deze dag reeds 50 1-beurten oplevert!ad 3. Onmiddellijk is duidelijk dat wanneer de vakdocent op de dag waarop zijnvak ge�examineerd wordt alleen beschikbaar is op het betre�ende timeslot,dit mogelijk een extra 1-beurt kan opleveren.Interessant is nu de vraag of het �uberhaupt mogelijk is om een surveillance-rooster te maken dat aan alle eisen voldoet en zo ja, of het mogelijk is dit tedoen met niet meer dan k extra 1-beurten boven het theoretische minimum,met k een niet negatief geheel getal. Op de vraag of dit beslissingsprobleemNP-volledig is, wordt in paragraaf 3.4 nader ingegaan.3.3.2 Beschrijving van een probleeminstantieGe��nspireerd door de situatie op de dagschool van de \Hogeschool voor Econo-mische Studies" te Rotterdam werd een redelijk grote instantie van het TISP-probleem gecre�eerd. Deze instantie bestond uit:� 95 modules� 15 dagen van elk 3 timeslots� 114 docentenAppendix E geeft een complete beschrijving van deze instantie. Voor de gegeveninstantie zijn de theoretische ondergrenzen voor het aantal 1-beurten bepaald.Het resultaat staat in onderstaande tabel. De voorlaatste en laatste kolom gevenhierin het minimum aantal 1-beurten als een tussenbeurt voor twee respectieve-lijk nul 1-beurten geldt.
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DagNr x y z Tus � 2 Tus � 01 10 17 15 0 02 15 20 20 0 03 27 5 21 38 14 5 9 29 20 155 29 15 20 19 06 29 9 6 20 147 28 9 25 35 08 27 25 25 2 09 6 15 23 8 210 21 23 28 5 011 17 28 13 0 012 23 6 25 36 013 8 13 16 3 014 14 8 9 7 015 27 25 19 2 0Het totaal aantal 1-beurten bedraagt 195 als een tussenbeurt voor twee 1-beurten telt en 32 als een tussenbeurt equivalent is met nul 1-beurten.3.3.3 Resultaten van een directe implementatieVoor de eerder beschreven instantie van het TISP-probleem is een algoritmege��mplementeerd dat van de volgende principes uitgaat:1. de gebruiker kan allereerst kiezen of een tussenbeurt overeen dient tekomen met nul of twee 1-beurten2. geen enkele docent mag te vaak surveilleren; met andere woorden als hetaantal surveillancebeurten van een docent uiteindelijk niet evenredig blijktte zijn met zijn/haar taakomvang, dan kan dit alleen maar komen doordatdeze docent een te klein aantal malen moet surveilleren, terwijl anderedocenten d(tj=P ti) � Se beurten hebben om dit te compenseren3. de docenten worden dag voor dag ingeroosterd voor surveillance, waarbijde dagen in willekeurige volgorde werden gekozen4. per dag worden eerst die docenten ingeroosterd die een module geven dieop deze dag ge�examineerd wordt. Als voor een module zo'n docent nietgevonden kan worden, wordt een docent ingeroosterd die hetzelfde vakgeeft. Als dit ook niet lukt wordt een willekeurige docent genomen. Bijhet inroosteren wordt voor deze docenten, afhankelijk van de waarderingvan een tussenbeurt, steeds zoveel als mogelijk �e�en van de twee in paragraaf3.2 vermelde strategi�en gevolgd die moet leiden tot een minimaal aantal1-beurten5. vervolgens worden de overige te verdelen beurten voor een dag onder deandere docenten verdeeld, waarbij ook nu steeds de eerder geformuleerdestrategie wordt gevolgd6. als er keuze is tussen meerdere docenten om in te roosteren krijgen devolgende docenten de voorkeur: 33



(a) docenten die op de nog niet ingeroosterde dagen vaak verhinderd zijn(b) docenten die na het inroosteren op deze dag of helemaal niet meer ofvoor minstens twee beurten ingeroosterd kunnen wordenMet de eerste voorkeursmethode wordt geprobeerd te voorkomen dat hetalgoritme vastloopt, omdat er op een gegeven moment te weinig docentenbeschikbaar zijn. Met de tweede voorkeursmethode wordt geprobeerd tevoorkomen dat een nog toe te kennen 2- of 3-beurt moet worden opgesplitstin een aantal 1-beurten, omdat een docent anders te vaak moet surveilleren7. als er geen docent is die voor een (volgens de optimale strategie wenselijke)2-, tussen of 3-beurt kan worden ingezet, dan wordt deze beurt opgesplitstin een aantal kleinere beurten. Bij een 3-beurt wordt dan eerst nog gekekenof opsplitsing in een 2- of tussenbeurt en een 1-beurt mogelijk is8. in het geval dat een tussenbeurt correspondeert met twee 1-beurten, is,wanneer er alleen nog maar docenten voor het eerste en derde timeslotnodig zijn, zo veel als mogelijk �e�en docent op deze timeslots ingeroosterd(en dus een tussenbeurt gecre�eerd). Dit is gedaan omdat ver weg wo-nende docenten vermoedelijk de voorkeur zullen geven aan een dag meteen tussenbeurt boven een extra dag waarop gesurveilleerd moet wordenProblemen met een tekort aan beschikbare docenten die nog voor �e�en ofmeer keren kunnen worden ingeroosterd, zijn vooral bij het inroosteren vande laatste (paar) dag(en) te verwachten. Bovendien zullen er dan relatief veeldocenten zijn die wel nog voor een 1-beurt, maar niet meer voor een 2-, 3- oftussenbeurt ingeroosterd kunnen worden. Om deze reden werd het programma70 keer gerund, waarbij de volgorde van inroosteren van de dagen steeds randomwerd gekozen. In de helft van de gevallen werd een tussenbeurt gelijk gesteldaan nul tussenbeurten, terwijl in de andere helft een tussenbeurt voor twee 1-beurten telde. Tien keer eindigde een run voortijdig, omdat er op de laatstedag een tekort aan beschikbare, en nog inzetbare, docenten werd geconstateerd.De resultaten van de overige 60 runs staan in Appendix F. Uit deze resultatenblijkt dat een geheel be�eindigde run nooit een erg slecht resultaat te zien gaf:het aantal extra 1-beurten ten opzichte van het theoretische minimum was altijderg klein, terwijl slechts een klein gedeelte van de docenten een aantal beurtenhad dat niet in overeenstemming was met hun taakomvang. In �e�en geval werdzelfs het minimale aantal 1-beurten bereikt, terwijl de beurten toch eerlijk overde docenten verdeeld werden.3.3.4 Resultaten met een GAAls representatie van een chromosoom C is gekozen voor een t�d-matrix (Aij),met t: het aantal timeslots en d: het aantal docenten.Aij = � 1 als docent j op timeslot i surveilleert0 als docent j op timeslot i niet surveilleertElk chromosoom heeft t genen; elk gen correspondeert met een rij (timeslot) uitde matrix (Aij). 34



De beginpopulatie bestaat uit 50 surveillanceroosters, waarbij op een randomwijze docenten aan timeslots zijn gekoppeld, maar wel zo dat voor elk timeslothet juiste aantal docenten is ingeroosterd. Een rooster kan dan alleen nietoptimaal zijn vanwege het niet eerlijk verdeeld zijn van de beurten over dedocenten en/of een te groot aantal 1-beurten. Deze niet-optimaliteit komt totuitdrukking in de evaluatiefunctie:f (C) = A0A1 +W � A2metA0 : theoretisch minimum aantal 1-beurten; dit zorgt er voor dat vooreen optimaal rooster C geldt dat f (C) = 1A1 : totaal aantal 1-beurten; afhankelijk van de wens van de gebruikertelt een tussenbeurt voor nul of twee 1-beurtenA2 : P (min j (b(tj=P ti) � Sc �Qj j; jd(tj=P ti) � Se �Qj j)), waarbijQj het werkelijke aantal beurten van docent j in het rooster is ener gesommeerd wordt over alle docenten. A2 geeft aan in hoeverrehet rooster afwijkt van een eerlijke verdeling van de beurtenW > 0 : wegingsfactor, die aangeeft hoe ernstig een verschil tussen werkelijken gewenst aantal beurten is ten opzichte van de 1-beurtenVoor de eerder beschreven instantie van het TISP-probleem is deze functie goedgede�nieerd, omdat de noemer nooit 0 kan worden daar er minstens 32 1-beurtenzijn.De gebruikte operatoren zijn:1. selectie via de roulettewheel methode, waarbij een tussenpopulatie vangrootte pop size werd gegenereerd2. crossover: als twee chromosomen overeenkomstige genen met elkaar uitwis-selen, komt dit neer op het uitwisselen van twee roosters voor twee overeen-komstige timeslots. Dit heeft tot gevolg dat het aantal ingeroosterde do-centen per timeslot niet verandert. Crossover tussen twee roosters, dieelk een juist aantal docenten per timeslot hebben, kan de correctheid watbetreft dit punt dus nooit tenietdoen. Er kunnen twee soorten crossovergebruikt worden:(a) rijcrossover: twee roosters wisselen een rij met elkaar uit(b) uniforme crossover: voor elke rij van de twee nieuw te cre�eren roost-ers wordt random bepaald welk ouder-rooster zijn rij doorgeeft aanwelk kind-roosterIn beide gevallen geven de twee aselect gekozen ouders uit de tussenpopu-latie twee kinderen in de nieuwe populatie.3. permutatie: binnen �e�en rooster worden er beurten voor docenten veran-derd. We onderscheiden:(a) verplaatsmutatie: voor elk timeslot (rij) van het rooster worden devolgende stappen ondernomen:35



i. kies uit alle op dit timeslot ingeroosterde docenten, die in totaalte vaak zijn ingeroosterd, aselect een docentii. kies uit alle op dit timeslot niet ingeroosterde, maar wel beschik-bare docenten, die een tekort aan surveillancebeurten hebben,aselect een docentiii. wanneer voor beide voorgaande stappen een docent wordt gevon-den, krijgt de tweede docent de beurt van de eerste docent toege-wezenVerplaatsmutatie is een operatie waarbij doelbewust wordt gewerktaan een eerlijkere verdeling van de surveillancebeurten over de do-centen(b) wisselmutatie: twee aselect gekozen docenten ruilen zo mogelijk twee(aselect gekozen) beurten om. Deze operatie is toegevoegd omdatdit ruilen in de praktijk vaak gebeurt en een positieve invloed kanhebben op het aantal 1-beurten van een roosterDe eerste resultaten met het hierboven beschreven GA waren niet erg gun-stig. Met bijvoorbeeld een kans op uniforme crossover van 40%, een kans opverplaatsmutatie van 5% en een kans op wisselmutatie van 1% werd er in hetgeval dat een tussenbeurt gelijk stond aan nul 1-beurten na 3000 generaties alsbeste chromosoom een rooster gevonden met 472 1-beurten en een totaal ab-soluut verschil van 129 tussen het gewenste aantal beurten per docent en hetwerkelijke aantal beurten. Andere runs met andere waarden voor de parametersleverden geen noemenswaardig beter resultaat op. Nog meer veelzeggend is datde gemiddelde �tness van de chromosomen in de laatst gegenereerde populatienauwelijks beter was dan dat van de beginpopulatie. Wat kan van deze slechteperformance van het GA de oorzaak zijn? Naar de mening van schrijver dezesligt de oorzaak hiervan in de crossoveroperatie(s). Veronderstel dat een docenttien surveillancebeurten moet doen. Als een docent in de twee ouder-roostersinderdaad deze tien beurten heeft, maar wel op andere timeslots, dan is dekans zeer groot dat in elk van de twee kind-roosters het aantal beurten ongelijkis aan tien (bijvoorbeeld 13 in het eerste kind-rooster en 7 in het tweede). Decrossover-operatie verhindert daardoor dat er convergentie naar een goed roosteroptreedt.E�en mogelijkheid om het algoritme te verbeteren is om de crossover-operatieniet of slechts met een zeer kleine kans uit te voeren. Dit heeft echter alsnadeel dat het algoritme vanwege de verplaatsmutatie vervalt tot een gewoon\hill-climbing" algoritme. Een andere mogelijkheid zou zijn om een andere re-presentatie te kiezen, waarin wel een geschikte crossover-operatie toepasbaar is.Het vinden van een dergelijke representatie is nog onderwerp van studie.Tot slot kan nog opgemerkt worden dat het \falen" van het GA niet een zeergrote ramp is, daar het nauwelijks te verwachten is dat een GA tot betere resul-taten leidt dan de directe implementatie in paragraaf 3.3.3. Dit in tegenstellingtot het MESP-probleem, waarvoor geen directe implementatie bekend is.
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3.4 Is TISP NP-volledig?Is het mogelijk om voor een gegeven instantie van het TISP-probleem eensurveillancerooster voor docenten te maken dat voldoet aan de drie op pagina22 geformuleerde eisen? Wanneer deze vraag positief beantwoord kan worden,is het vervolgens interessant om na te gaan in hoeverre de beperkingen van dedocenten en de eis dat de beurten \eerlijk" verdeeld moeten zijn, een negatieveinvloed hebben op het minimale aantal 1-beurten. Met andere woorden: is hetmogelijk een rooster te maken met niet meer dan k extra 1-beurten boven hettheoretische minimum? Hierbij is k een niet negatief geheel getal.In deze paragraaf wordt een eerste aanzet gegeven tot de beantwoording vande vraag of deze twee beslissingsproblemen al dan niet NP-volledig zijn. Webeperken ons hierbij voorlopig tot het geval dat het aantal surveillancebeurtenvan een docent geheeltallig is en dat het verboden is om een docent meer ofminder vaak te laten surveillen dan dit opgegeven aantal. Dit probleem zullenwe TISP� noemen.Laat voor TISP� de t� d-matrix (Aij) gede�nieerd zijn doorAij = � 0 als docent j verhinderd is op timeslot i1 als docent j beschikbaar is op timeslot iwaarbij t het aantal timeslots is en d het aantal docenten. Laat verder ai hetaantal benodigde docenten op timeslot i zijn, bj het aantal surveillancebeurtenvan docent j en t het totaal aantal surveillancebeurten van alle docenten samen.Zonder beperking van de algemeenheid mogen we aannemen dat elke ai > 0 enelke bj > 0. Er moet nu gelden dat t =P ai =P bj . Uit de matrix (Aij) is eenvierkante (0; 1)-matrix (Bij) te construeren, waarbij elke docent precies �e�en keermoet surveilleren en elk timeslot precies �e�en docent nodig heeft. (Bij) ontstaatuit (Aij) door iedere rij i ai keer te kopi�eren en vervolgens elke kolom j bj keer.Het TISP�-probleem is nu op te vatten als een koppelingsprobleem: koppel elktimeslot aan precies �e�en docent. Volgens de huwelijksstelling van Hall is dit danen slechts dan mogelijk als voor elke verzameling van k timeslots minstens kdocenten beschikbaar zijn (1 � k � t).Een aantal elementen in een matrix heet onafhankelijk als er geen twee of meerin dezelfde rij of kolom liggen. Om te controleren of een surveillancerooster mo-gelijk is, kan ook worden nagegaan of het maximale aantal onafhankelijke �enenin B gelijk is aan t. Toepassing van de max-min stelling van K�onig-Egerv�arygeeft vervolgens dat een surveillancerooster mogelijk is als het minimale aantalrijen en kolommen, die tezamen alle �enen bevatten, gelijk is aan t.De matrix B correspondeert als volgt met een bipartiete graaf G = (V;E): laatV1 een verzameling van knopen zijn door voor elk timeslot een knoop te nemenen V2 een verzameling van knopen door voor elke docent een knoop te nemen.Laat verder V = V1 [ V2 en (v; w) 2 E als de docent, die correspondeert metw, beschikbaar is op het timeslot, dat correspondeert met v. Omgekeerd hoortbij iedere bipartiete graaf G = (V1 [ V2; E) met E � V1 � V2 en jV1j = jV2j eeninstantie van het TISP�-probleem: neem voor elke knoop v 2 V1 een timeslot,voor elke knoop w 2 V2 een docent en laat een docent beschikbaar zijn op eenbepaald timeslot als tussen de hiermee corresponderende knopen in V1 en V237



een tak bestaat. Een verzameling W � V heet een knooppuntenbedekking alsiedere e 2 E incident is met minstens �e�en w 2W .Claim: Daar G bipartiet is, is het maximum aantal takken in een koppelinggelijk aan het minimaal aantal knooppunten in een knooppuntenbedekking.Bewijs: Toepassing van de stelling van K�onig-Egerv�ary op de bijbehorende(0; 1)-matrix van G geeft dat het maximum aantal onafhankelijke �enen gelijkis aan het minimum aantal rijen en kolommen waar alle �enen in zitten. On-afhankelijke �enen corresponderen met een koppeling. De rijen en kolommenwaar alle �enen inzitten vormen een knooppuntenbedekking.Gevolg: Voor een instantie van het TISP�-probleem bestaat een surveillance-rooster dan en slechts dan als een knooppuntenbedekking voor de bijbehorendebipartiete graaf minimaal t knopen bevat.Het \vertex cover" probleem vraagt of er voor een gegeven graaf en een gegevenpositief geheel getal k een knooppuntenbedekking bestaat die k knopen be-vat. Van het \vertex cover" probleem is bekend dat het NP-volledig is (zievoor een bewijs [CorLeiRiv92, p. 950]). Bij beperking tot bipartiete grafenG = (V1 [ V2; E) met E � V1 � V2 en jV1j = jV2j wordt het vinden van eenknooppuntenbedekking met k knopen triviaal zodra k � jV1j. Elke verzamelingW die bijvoorbeeld V1 bevat, voldoet dan immers. De grote vraag die beant-woord moet worden, is of er ook een knooppuntenbedekking bestaat met V1� 1knopen. De beperking dat de graaf bipartiet is, maakt het beantwoorden van devraag ongetwijfeld gemakkelijker. Of daarmee dit beslissingsprobleem dan nietmeer NP-volledig wordt, is bij de schrijver van dit afstudeerverslag onbekend.Het zou een onderwerp van studie kunnen zijn.Zelfs als het TISP�-probleem in polynomiale tijd opgelost kan worden, wil datnog niet zeggen dat het voor het TISP-probleem ook het geval is. Voor elkedocent kan immers (tj=P ti) � S zowel naar boven als naar beneden wordenafgerond, zodat het simpelweg controleren van de 2d mogelijke TISP�-problemenniet tot een polynomiaal algoritme voor het TISP-probleem leidt.
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4 Conclusies en aanbevelingenIn dit afstudeerverslag zijn een tweetal schoolroosterproblemen (MESP, hetexamenroosterprobleem en TISP, het surveillanceroosterprobleem) beschrevenen aan een onderzoek onderworpen. Er is aangetoond dat het MESP-probleem,evenals RMESP en RMESP�, tot de klasse van NP-volledige problemen behoort.RMESP� is zelfs volkomen equivalent met het bekende graph coloring problem.Verder is aangetoond dat een GA in korte tijd een redelijk goed (maar nietnoodzakelijk optimaal) examenrooster op kan leveren. Bij gebruik van dit GAleiden 2-punts crossover en uniforme crossover tot duidelijk betere resultatendan 1-punts crossover.Van het TISP-probleem kon niet worden aangetoond of het al dan niet NP-volledig is. Wel kon worden aangetoond dat TISP� equivalent is met het vertexcover problem voor bipartiete grafen, maar of de beperking tot bipartiete grafende NP-volledigheid van het vertex cover problem verstoord is voor ons nog steedseen open vraag. Voor het TISP-probleem werd in het geval dat� er drie disjuncte timeslots per dag zijn� er altijd voldoende docenten beschikbaar zijn� beschikbare docenten de gehele dag kunnen worden ingezet� een tussenbeurt gelijkgesteld wordt aan nul of twee 1-beurteneen optimale strategie voor het verdelen van 2/3-beurten ontwikkeld ter mini-malisatie van het aantal 1-beurten. Wanneer docenten niet altijd de gehele dagbeschikbaar zijn en de beurten \eerlijk" over de docenten verdeeld dienen teworden, laat de praktijk zien dat deze strategie tot een rooster leidt waarvoorhet aantal 1-beurten in het algemeen niet ver boven het theoretische minimumligt.Er is op het gebied van (school)roosters nog veel werk dat gedaan kan worden.In dit afstudeerproject is, om maar iets te noemen, geen aandacht geweest voorhet lesroosterprobleem. Maar ook als we ons beperken tot MESP en TISPverdienen vele zaken nog nadere aandacht:� omdat MESP en het graph coloring problem veel met elkaar te makenhebben, mag verwacht worden dat een GA dat voor �e�en van beide pro-blemen ontwikkeld is, na de noodzakelijke aanpassingen even goede resul-taten voor het andere probleem zal opleveren. Nagegaan kan worden ofdit inderdaad het geval is.� hetzelfde kan gedaan worden voor TISP en het vertex cover problem voorbipartiete grafen� generalisatie van MESP door ook rekening te houden met de beschikbareruimte en het aantal docenten dat per timeslot voor surveillance beschik-baar is� vinden van een goede representatie en bijbehorende crossover- en mutatie-operatoren voor een GA voor TISP39



� wat stelt minimalisatie van het aantal 1-beurten in TISP voor in het equi-valente vertex cover probleem en hoe vertaalt zich het algoritme, dat hetaantal 1-beurten minimaliseert, in termen van de bipartiete grafen?� generalisatie van het TISP-probleem door:{ een tussenbeurt gelijk te stellen aan � � 1-beurt met 0 � � � 2{ meer dan drie timeslots op een dag� onderzoek naar de eventuele NP-volledigheid van het TISP-probleem� combinatie van MESP en TISP: gezocht wordt een algoritme dat een zooptimaal mogelijk examenrooster voor studenten produceert, maar dattegelijk in meerdere of mindere mate rekening houdt met de wensen vande docenten. Het algoritme dient er in ieder geval voor te zorgen dat hetaantal benodigde docenten voor een bepaald timeslot het aantal beschik-bare docenten niet te boven gaat. Daarnaast zou het voorwaarden kun-nen scheppen voor een surveillancerooster, waarbij het aantal 1-beurtenzo klein mogelijk is

40



Referenties[Baa91] Baase, S., Computer Algorithms, Introduction to Design andAnalysis, second edition, Addison-Wesley, 1991.[ColDorMan91] Colorni, A., Dorigo, M., en Maniezzo, V., Genetic Algorithmsand Highly Constrained Problems: The Time-Table Case, inSchwefel, H.-P., and M�anner, R. (Editors), Proceedings of theFirst International Conference on Parallel Problem Solving fromNature (PPSN), Springer Verlag, Lecture Notes in ComputerScience, Vol. 496, 1991.[CorFanMel93] Corne, D., Fang, H.-L., en Mellish, C., Solving the ModularExam Scheduling Problem with Genetic Algorithms, 1993, DAIResearch Paper No. 622, gepubliceerd in: Industrial and Engi-neering Applications of Arti�cial Intelligence and Expert Sys-tems: Proceedings of the 6th International Conference, Edin-burgh, 1992.[CorLeiRiv92] Cormen, T.H., Leiserson, C.E., Rivest, R.L., Introduction toAlgorithms, MIT Press, 1992[DanNig93] Dannis B., en Nigten R., Genetische algoritmen in SeminariumGeavanceerde Algoritmen voorjaar 1993, Vakgroep InformaticaRUL, 1993, Jeannette de Graaf, Walter Kosters (Editors).(via WWW verkrijgbaar op URLhttp://www.wi.leidenuniv.nl/home/kosters/boek93.ps.gz)[EveItaSha76] Even, S., Itai, A., en Shamir, A., On the Complexity of Timetableand Multicommodity Flow Problems, SIAM Journal on Com-puting 5, (1976) 691{703.[GarJoh79] Gary, M.R., en Johnson, D.S., Computers and Intractability: aGuide to the Theory of NP-Completeness, Freeman, 1979.[Gol89] Goldberg, D.E., Genetic Algorithms in Search, Optimization& Machine Learning, Addison-Wesley, 1989.[JonSpe89] Kenneth A. De Jong, William M. Spears, Using Genetic Algo-rithms to Solve NP-Complete Problems, 124{133, in Proceed-ings of the Third International Conference on Genetic Algo-rithms, Morgan Kaufmann, 1989.[Mic94] Michalewicz, Z., Genetic Algorithms + Data Structures = Evo-lution Programs, second edition, Springer Verlag, 1994.[PaeLucPet94] Paechter, B., Luchian, H., en Petruic, M., Two solutions tothe General Timetable Problem Using Evolutionary Methods, inProceedings of the Evolutionary Computation Conference, partof the IEEE World Congress on Computational Intelligence,Orlando, 26-29 June 1994, IEEE Press, 1994, Z. Michalewicz,H. Kitano, D. Scha�er, H.-P. Schwefel, D. Fogel (Editors).
41



Appendix A: inschrijvingen voor examensIn Appendix A worden de inschrijvingen gepresenteerd van studenten voor dehertentamens aan de Hogeschool voor Economische Studies te Rotterdam. Vanelke student wordt het studentnummer gegeven en de tentamens waarvoor hijzich heeft ingeschreven. De unieke modulecodes van de tentamens zijn omgezetnaar tentamennummers tussen 1 en 95. Deze data vormden de invoer voor hetMESP{probleem. Enkele statistieken:het aantal studenten bedraagt : 153het aantal tentamens bedraagt : 95het aantal timeslots per dag : 3het totaal aantal timeslots : 306467 13;6521 65 32 33 64;6564 3 54;6645 45 26 40;6696 37;6807 28 66 4;6882 94 95 87;6904 4 45 32 94;6920 94;6998 66 38 67 23;7102 26;7110 54 55;7234 26;7250 85 36 5;7269 95 13 12;7277 95 26;7315 59;7358 7;7382 55 34 51 54;7390 70 6;7528 3;7552 32 48 8 41 3 55 35 54 34 33;7609 45 94;7641 73;7684 13 53;7765 95 49 51 41;7773 4 3;7811 32 36 15 84;7889 87;7897 27 3 4;7900 40 23 3 27 22;7927 28 67;7943 21 11 8 10;7951 35 13; 42



7986 27;8060 27 4 26 86 23 20;8095 14;8109 76;8133 21;8176 27 3 4 23;8214 4;8222 52;8230 2 74 24;8265 38 54;8281 66;8303 21 1 22;8311 68;8362 39 23;8370 4;8389 91;8427 29 7 20 21;8478 8 37;8532 4;8540 46 67 83;8559 66 23;8575 35;8583 37;8591 23;8613 40;8621 10 94;8664 94 89;8680 36;8699 48 50 49 12 13;8729 14;8788 18;8796 89 94;8818 12 48;8826 50;8834 58 5;8869 21 10;8877 25 26;8907 73;8923 75;8974 25 26;8982 5 6;9024 94;9032 51 55;9040 85 60;9059 26 21;9075 33 48 8 94;9083 8 89 94 7;9113 46 47 68 34; 43



9121 81 90 41 12;9156 94 8;9164 57;9202 25 37;9210 21 26 29;9253 4 13 35;9261 8 10;9296 21;9326 75;9334 94;9350 83;9385 94 10;9423 30 56 8;9466 32;9474 21;9504 8 94;9512 72;9520 25;9539 20 95 26 94 21;9547 3;9555 46 7 8 47;9644 30 93 7;9652 93 30;9733 18 46 12 61;9849 19 91 12 18 30 31;9865 16 78 9;9911 31;9946 30;9954 30 94;10049 8 30 31;10073 31 91 90 30;10138 8;10197 12;10340 47;10359 46;10472 88 8;10502 41;10545 61 12;10596 31 19 18 12;10626 92;10650 81 91;10669 61;10707 31 8 93 30;10723 81;10731 31 12 91;10766 8;10782 91 8;10812 8 12 7 17 31; 44



10820 32 34 63 43 69;10839 12 91 90 61 62 17;10847 39 22 23;10863 7;10898 12 19 90;10952 30 16;10995 42;11002 7 31;11037 5;11053 10 94;11118 90 30 12 61 91 31 81 19;11134 41 12;11223 82;11363 27 26 25;11479 11 7 26 8 10;11517 31 91 19 18 12;11614 47;11622 46 90 12;11630 5 84 6 33 14;11657 8;53619 12 91 46 41;60232 80 71 77 78 79;65471 44;
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Appendix B: resultaten voor MESPAppendix B geeft een overzicht van de resultaten van een GA met echte datavoor het MESP-probleem. Hierbij werd steeds gebruikt gemaakt van gewonemutatie en werd er ge�experimenteerd met verschillende vormen van crossover.alleen 1-punts crossoverNr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00719 138 0.00467 223.8051 0.03571 27 0.02285 48.30101 0.07692 12 0.04374 24.00151 0.10000 9 0.07151 14.10201 0.25000 3 0.16626 6.30251 1.00000 0 0.27786 4.20301 1.00000 0 0.29286 3.60alleen 2-punts crossoverNr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00571 174 0.00473 214.5051 0.06250 15 0.03685 29.10101 1.00000 0 0.15328 17.70151 1.00000 0 0.19948 8.70201 1.00000 0 0.22841 6.00251 1.00000 0 0.27143 4.20301 1.00000 0 0.50714 3.00alleen uniforme crossoverNr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00625 159 0.00486 209.1051 0.03571 27 0.02535 42.30101 0.10000 9 0.05921 19.20151 0.25000 3 0.11374 11.40201 1.00000 0 0.23581 7.20251 1.00000 0 0.27769 4.80301 1.00000 0 0.37857 3.001-punts crossover en 2-punts crossoverNr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00690 144 0.00472 223.5051 0.03226 30 0.02159 48.00101 0.10000 9 0.04845 24.90151 0.25000 3 0.09142 14.70201 1.00000 0 0.25804 6.60251 1.00000 0 0.43198 3.90301 1.00000 0 0.46429 2.4046



1-punts crossover en uniforme crossoverNr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00719 138 0.00489 210.3051 0.06250 15 0.03386 32.70101 1.00000 0 0.17420 15.00151 1.00000 0 0.22021 7.50201 1.00000 0 0.35714 3.60251 1.00000 0 0.52857 2.40301 1.00000 0 0.67857 1.802-punts crossover en uniforme crossoverNr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00637 156 0.00477 214.5051 0.14286 6 0.04597 29.10101 0.25000 3 0.13348 12.30151 1.00000 0 0.41055 4.50201 1.00000 0 0.52857 2.40251 1.00000 0 0.62500 1.50301 1.00000 0 0.62500 1.501-punts, 2-punts en uniforme crossoverNr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00806 123 0.00488 215.7051 0.05263 18 0.03051 36.90101 0.14286 6 0.06668 20.40151 0.25000 3 0.12501 9.30201 1.00000 0 0.41698 4.50251 1.00000 0 0.50286 3.30301 1.00000 0 0.50714 3.00
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Appendix C: resultaten voor MESPIn deze Appendix wordt een overzicht gegeven van de resultaten van een GAmet echte data voor het MESP-probleem. Hierbij werd er ge�experimenteerdmet verschillende vormen van mutatie.1-punts crossover met kans : 7.0000000000E-01wisselmutatie met kans : 3.0000000000E-03Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00552 180 0.00447 225.0051 0.01818 54 0.01274 85.50101 0.01923 51 0.01334 81.60151 0.02041 48 0.01368 80.10201 0.01923 51 0.01358 80.10251 0.01923 51 0.01416 76.50301 0.01923 51 0.01401 77.402-punts crossover met kans : 7.0000000000E-01wisselmutatie met kans : 3.0000000000E-03Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00826 120 0.00502 212.4051 0.01923 51 0.01406 74.10101 0.02174 45 0.01417 73.80151 0.02174 45 0.01411 74.10201 0.02174 45 0.01417 74.10251 0.02174 45 0.01427 73.80301 0.02174 45 0.01427 73.80uniforme crossover met kans : 7.0000000000E-01wisselmutatie met kans : 3.0000000000E-03Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00602 165 0.00445 230.4051 0.05263 18 0.02800 38.70101 0.05263 18 0.03041 34.80151 0.05263 18 0.03061 34.50201 0.05263 18 0.03385 31.50251 0.05263 18 0.03385 31.50301 0.06250 15 0.03610 30.30
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1-punts crossover met kans : 7.0000000000E-01dagwisselmutatie met kans : 3.0000000000E-03Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00704 141 0.00523 196.8051 0.02041 48 0.01449 74.10101 0.02041 48 0.01471 72.90151 0.02703 36 0.01648 65.70201 0.05263 18 0.02097 55.50251 0.05263 18 0.02271 52.80301 0.05263 18 0.02325 51.302-punts crossover met kans : 7.0000000000E-01dagwisselmutatie met kans : 3.0000000000E-03Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00649 153 0.00498 207.3051 0.02941 33 0.01818 58.50101 0.03226 30 0.02025 53.40151 0.03226 30 0.02091 52.20201 0.04000 24 0.02217 50.70251 0.10000 9 0.03317 42.60301 0.10000 9 0.03479 41.40uniforme crossover met kans : 7.0000000000E-01dagwisselmutatie met kans : 3.0000000000E-03Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00592 168 0.00441 229.8051 0.06250 15 0.03494 30.90101 0.07692 12 0.04281 25.80151 0.07692 12 0.04534 24.30201 0.10000 9 0.05123 22.50251 0.10000 9 0.05954 18.60301 0.10000 9 0.05900 18.901-punts crossover met kans : 7.0000000000E-01inversiemutatie met kans : 3.0000000000E-03Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00602 165 0.00454 224.7051 0.02174 45 0.01402 78.60101 0.02174 45 0.01492 73.80151 0.02703 36 0.01638 69.30201 0.02941 33 0.01649 69.60251 0.02941 33 0.01649 69.60301 0.03571 27 0.01771 65.1049



2-punts crossover met kans : 7.0000000000E-01inversiemutatie met kans : 3.0000000000E-03Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00806 123 0.00502 213.0051 0.02326 42 0.01652 63.60101 0.02326 42 0.01755 58.80151 0.02326 42 0.01750 59.10201 0.02326 42 0.01738 59.40251 0.02326 42 0.01738 59.40301 0.02326 42 0.01754 58.80uniforme crossover met kans : 7.0000000000E-01inversiemutatie met kans : 3.0000000000E-03Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.01563 63 0.00596 199.8051 0.07692 12 0.03002 41.10101 0.07692 12 0.03117 39.60151 0.07692 12 0.03156 39.00201 0.07692 12 0.03149 39.00251 0.07692 12 0.03477 34.50301 0.07692 12 0.03477 34.502-punts crossover met kans : 7.0000000000E-01gewone mutatie met kans : 1.5000000000E-03inversiemutatie met kans : 1.5000000000E-03Slechts 1 van beide mutaties werd met een totale kans van 0:003 gekozen.Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00826 120 0.00467 224.1051 0.04545 21 0.02359 51.00101 0.10000 9 0.04419 31.80151 0.14286 6 0.05976 22.50201 1.00000 0 0.16859 15.30251 1.00000 0 0.19677 11.40301 1.00000 0 0.37449 6.602-punts crossover met kans : 7.0000000000E-01gewone mutatie met kans : 1.5000000000E-03wisselmutatie met kans : 1.5000000000E-03Slechts 1 van beide mutaties werd met een totale kans van 0:003 gekozen.Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00787 126 0.00523 199.2051 0.04000 24 0.02370 49.20101 0.14286 6 0.05224 30.30151 0.25000 3 0.09984 18.90201 1.00000 0 0.27427 12.30251 1.00000 0 0.31169 7.80301 1.00000 0 0.41883 4.8050



Appendix D: resultaten voor MESPIn deze Appendix wordt een overzicht gegeven van de resultaten van een GA metechte data voor het MESP-probleem. Hierbij werd werd er ge�experimenteerdmet andere en zwaardere boetes.1-punts crossover met kans: 0.7gewone mutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00147 681 0.00106 964.2051 0.00325 307 0.00281 364.40101 0.00524 190 0.00372 275.90151 0.00746 133 0.00472 223.50201 0.00980 101 0.00572 189.00251 0.00971 102 0.00688 154.60301 0.01042 95 0.00764 138.602-punts crossover met kans: 0.7gewone mutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00112 891 0.00100 1000.1051 0.00417 239 0.00300 344.10101 0.00493 202 0.00389 266.50151 0.00629 158 0.00458 225.60201 0.00654 152 0.00535 189.80251 0.00926 107 0.00628 166.00301 0.01190 83 0.00717 147.00uniforme crossover met kans: 0.7en met een PChange van: 0.5gewone mutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00149 672 0.00113 899.4051 0.00474 210 0.00370 278.80101 0.00613 162 0.00469 220.40151 0.00813 122 0.00570 180.90201 0.00800 124 0.00649 158.30251 0.01370 72 0.00812 128.50301 0.01587 62 0.00909 116.60
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1-punts crossover met kans: 0.7gewone mutatie met kans : 0.003wisselmutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00129 776 0.00107 949.5051 0.00360 277 0.00250 426.70101 0.00403 247 0.00329 314.20151 0.00483 206 0.00378 269.00201 0.00654 152 0.00455 226.70251 0.00763 130 0.00531 192.70301 0.00971 102 0.00610 171.301-punts crossover met kans: 0.7gewone mutatie met kans : 0.003dagwisselmutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00139 719 0.00110 935.9051 0.00313 319 0.00254 399.30101 0.00448 222 0.00330 312.80151 0.00578 172 0.00427 238.60201 0.00746 133 0.00552 184.70251 0.01266 78 0.00673 159.30301 0.01389 71 0.00834 129.201-punts crossover met kans: 0.7gewone mutatie met kans : 0.003inversiemutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00127 787 0.00096 1060.9051 0.00303 329 0.00239 421.30101 0.00333 299 0.00288 351.20151 0.00397 251 0.00327 309.30201 0.00490 203 0.00360 285.70251 0.00556 179 0.00413 252.40301 0.00800 124 0.00479 229.002-punts crossover met kans: 0.7gewone mutatie met kans : 0.003wisselmutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00142 704 0.00107 954.4051 0.00376 265 0.00289 356.50101 0.00463 215 0.00356 284.10151 0.00613 162 0.00414 246.70201 0.00685 145 0.00460 226.20251 0.00806 123 0.00507 205.50301 0.01042 95 0.00573 184.8052



2-punts crossover met kans: 0.7gewone mutatie met kans : 0.003dagwisselmutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00167 598 0.00108 975.7051 0.00373 267 0.00310 330.70101 0.00690 144 0.00423 249.60151 0.00833 119 0.00536 201.30201 0.00917 108 0.00636 163.40251 0.01389 71 0.00752 145.50301 0.01449 68 0.00859 124.802-punts crossover met kans: 0.7gewone mutatie met kans : 0.003inversiemutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00155 644 0.00116 903.7051 0.00450 221 0.00281 372.30101 0.00488 204 0.00363 285.00151 0.00568 175 0.00434 239.80201 0.00690 144 0.00510 206.30251 0.00862 115 0.00550 196.50301 0.00901 110 0.00589 181.40uniforme crossover met kans: 0.7en met een PChange van: 0.5gewone mutatie met kans : 0.003wisselmutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00139 717 0.00106 958.7051 0.00463 215 0.00352 298.30101 0.00704 141 0.00485 214.80151 0.00962 103 0.00600 176.50201 0.01042 95 0.00688 155.20251 0.01111 89 0.00738 143.10301 0.01111 89 0.00801 132.50
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uniforme crossover met kans: 0.7en met een PChange van: 0.5gewone mutatie met kans : 0.003dagwisselmutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00130 770 0.00108 934.6051 0.00658 151 0.00375 290.50101 0.01099 90 0.00523 213.90151 0.01639 60 0.00715 166.60201 0.01695 58 0.00815 143.40251 0.01724 57 0.00899 126.40301 0.02381 41 0.01122 105.60uniforme crossover met kans: 0.7en met een PChange van: 0.5gewone mutatie met kans : 0.003inversiemutatie met kans : 0.003Nr Max Boete Gem. Max Gem. Boete1 0.00126 791 0.00107 943.4051 0.00372 268 0.00318 321.30101 0.00518 192 0.00391 262.90151 0.00559 178 0.00440 233.70201 0.00685 145 0.00515 202.00251 0.00806 123 0.00560 186.70301 0.00806 123 0.00598 175.10
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Appendix E: een instantie voor het TISP-probleemAppendix E geeft een overzicht van de gebruikte data bij het TISP-probleem.De eerste tabel geeft voor elke docent aan wat zijn taakomvang is (waarbij1:000 correspondeert met een volledige baan) en voor welke timeslots hij/zijniet beschikbaar is voor surveillance.doc omvang afwezig optaak timeslot(s)D01 1.000D02 1.000 3 27 30 40D03 1.000 15 17D04 1.000 23 28 42 45D05 0.822 22D06 1.000 40D07 1.000 8 14 23 35 36 39 40D08 1.000D09 1.000 3 4 9 18 28 44D10 1.000 16 30D11 1.000 24D12 1.000 16 18 39 41 42 45D13 1.000 17 21 25 27 37D14 1.000 9 13 15 19 25 32D15 1.000D16 1.000 6 13 25 27 33 37D17 1.000 3 41 42D18 1.000 13 25 27 36 41 42D19 0.689 7 19 28D20 1.000 16 22 24D21 0.560 1 33D22 1.000 22D23 1.000 7 12 13 32 34 44D24 0.929 4 20 24 26 43 45D25 1.000 11 15 16 25 31D26 1.000 14 19 32D27 1.000 20D28 1.000D29 0.183 1 14 19 21 25 34 37D30 1.000D31 1.000D32 1.000D33 1.000 16 18 22 23 39D34 0.595 40D35 1.000 2 25 28 30 32D36 1.000 6 16 25 29 33 41D37 1.000 11 14 25 35 45D38 0.170 5 8 19 22D39 1.000 4 20 37 42D40 1.000 16 17 36

doc omvang afwezig optaak timeslot(s)D41 1.000 1 8 14 19 23 36D42 1.000 19 34 40D43 1.000 17 19 31 37D44 1.000 4 17 29 45D45 1.000 1 7 29 44D46 0.307 1 4 16 24 30 41D47 1.000 37D48 1.000D49 1.000 2 8 24 27D50 0.586 13 20 37D51 1.000 3 11 41D52 1.000 15 29 36 38 39D53 1.000 22 23D54 1.000 2 10 14 22 23 44D55 1.000D56 1.000D57 1.000 20 23D58 1.000 30 34D59 1.000D60 0.550D61 0.399 27 29 43D62 1.000 4 9 10 16 17D63 0.226 4 11 18 26 31 45D64 1.000 2 16 21 28 30 34 39D65 1.000 3 44D66 1.000 16 22 23D67 0.732 5 9 14 24 28D68 1.000 11 12 15 30 35 40D69 1.000 12D70 1.000 1 10 21 41D71 0.916 6 14D72 1.000 11 28 32 45D73 1.000 9 20D74 1.000 30D75 1.000 1 32 37 41D76 1.000 5 25 31 32 40D77 1.000D78 1.000 8 22 26 27 39 42 43D79 1.000 9 13 21 24 25 26 31D80 0.803 8 25 31 3255



Uit de tweede tabel kan worden afgelezen welke docent(en) een bepaalde moduleof vak geeft.module vakdocentAEC001 D01 D04AEC002 D01AEC003 D02AEC004 D05AEC005 D05AEC006 D02AEC007 D02 D03 D04 D06AEC008 D01 D03 D06AEC009 D01 D03 D06AEC010 D01 D05 D06AEC011 D03AEC012 D03BCA001 D07 D09 D11BCA002 D07 D08 D10BCA003 D09 D10BCA004 D07 D12BCA005 D07 D09BCA006 D11BCA007 D08 D09 D10BCA008 D07 D09 D10 D11 D12BCA009 D07 D08 D09 D10BEC001 D13 D14 D15 D18BEC002 D14 D17BEC003 D15BEC004 D13 D15BEC005 D13 D14 D17BEC006 D16 D17 D18BEC007 D13 D14 D15 D16BEC008 D18BEC009 D13 D14BEC010 D13 D15 D16 D18BEC011 D13 D14 D16 D17CEC001 D19 D20 D21CEC002 D19 D21 D22CEC003 D19 D21 D23CEC004 D24CEC005 D22 D23CEC006 D20 D22 D23CEC007 D19 D23 D24CEC008 D19 D21 D23 D24CEC009 D19 D21 D23CEC010 D19 D20 D21 D23 D24

module vakdocentDUI001 D25 D27 D30DUI002 D27 D29 D30DUI003 D25 D26 D27 D30DUI004 D25 D26 D29DUI005 D25 D27 D28 D29DUI006 D28 D29DUI007 D25 D26 D28 D29DUI008 D25 D27 D28 D29DUI009 D28 D29 D30DUI010 D25 D26 D27 D30DUI011 D25 D29DUI012 D25ENG001 D31 D32 D35ENG002 D31 D32 D35ENG003 D31 D32 D34 D35ENG004 D32 D33 D35 D36ENG005 D31 D33 D36ENG006 D31 D36ENG007 D35ENG008 D33 D34 D36ENG009 D33FRA001 D39FRA002 D40 D41 D42FRA003 D42FRA004 D37 D38 D39 D42FRA005 D37 D38 D40 D41 D42FRA006 D40 D41 D42FRA007 D38 D42FRA008 D37 D38 D39INF001 D43 D45 D46 D47 D48INF002 D44INF003 D43 D44 D46 D48INF004 D43 D46INF005 D43 D44 D45 D46 D48INF006 D46 D47INF007 D45INF008 D44 D45 D47MAN001 D52 D53 D54MAN002 D49 D52 D53MAN003 D52MAN004 D52MAN005 D49 D52 D5356



module vakdocentMAN006 D50 D51 D52 D53MAN007 D51 D54MAN008 D50 D51 D53MAN009 D49 D50 D52 D53 D54MAN010 D54REC001 D55 D57 D60REC002 D55 D60REC003 D58 D59 D60REC004 D58REC005 D55 D57 D60REC006 D55 D58 D59 D60REC007 D56 D58REC008 D60SPA001 D62SPA002 D61 D62 D64 D65

module vakdocentSPA003 D62 D63SPA004 D63 D65SPA005 D62 D64 D66SPA006 D63 D64 D66SPA007 D62 D64 D65 D66SPA008 D61 D63SPA009 D61 D62 D66WST001 D68WST002 D69 D70WST003 D68 D70WST004 D67 D68WST005 D67 D70 D71 D72WST006 D67 D68 D72WST007 D67 D68 D69 D71WST008 D68 D70

57



De laatste tabel geeft per timeslot de te examineren modules en het aantalbenodigde surveillerende docenten.timeslot aantal docenten nodig modules1 10 AEC001 BEC0032 17 DUI005 FRA0073 15 REC004 AEC002 BEC0044 15 DUI006 FRA008 REC0055 20 AEC003 BEC0056 20 DUI007 INF001 REC0067 27 AEC004 BEC0068 5 DUI008 INF002 REC0079 21 AEC005 BEC00710 5 DUI009 INF003 REC00811 9 AEC006 BEC008 DUI01012 29 INF004 SPA001 AEC00713 29 BEC009 DUI011 INF00514 15 SPA002 AEC008 BEC01015 20 DUI012 INF00616 29 SPA003 AEC00917 9 BEC011 ENG001 INF00718 6 SPA004 AEC010 CEC00119 28 ENG002 INF00820 9 SPA005 AEC011 CEC00221 25 ENG003 MAN001 SPA00622 27 AEC012 CEC003 ENG00423 25 MAN002 SPA007 BCA00124 25 CEC004 ENG005 MAN00325 6 SPA008 BCA002 CEC00526 15 ENG006 MAN00427 23 SPA009 BCA00328 21 CEC006 ENG007 MAN00529 23 WST001 BCA004 CEC00730 28 ENG008 MAN006 WST00231 17 BCA005 CEC008 ENG00932 28 MAN007 WST00333 13 BCA006 CEC00934 23 FRA001 MAN008 WST00435 6 BCA007 CEC01036 25 FRA002 MAN00937 8 WST005 BCA00838 13 DUI001 FRA00339 16 MAN010 WST006 BCA00940 14 DUI002 FRA004 REC00141 8 WST007 BEC00142 9 DUI003 FRA00543 27 REC002 WST00844 25 BEC002 DUI00445 19 FRA006 REC00358



Appendix F: resultaten van een directe imple-mentatieAppendix F geeft een overzicht van de resultaten van een in paragraaf 3.3.3beschreven algoritme. De volgorde van de dagen werd steeds aselect gekozen.Geen enkele docent kan te vaak surveilleren. Daarom kan V-B alleen positief zijnen geeft het totaal aantal beurten die sommige docenten te weinig surveillerenvoor wat betreft hun taakomvang. Verder geeft 1-B het aantal 1-beurten aanen T-B het aantal tussenbeurten.1-beurt � 2 tussenbeurtenrun 1-B T-B V-B1 205 64 12 201 60 33 206 57 14 209 57 15 202 58 56 203 59 27 198 57 28 202 57 59 198 57 310 199 58 211 205 64 212 198 57 313 198 57 414 202 59 415 210 59 316 206 59 217 201 59 218 198 57 419 198 57 420 216 61 321 198 57 122 196 55 323 198 57 224 200 57 425 195 55 026 204 57 427 199 58 128 198 57 529 199 58 430 205 64 2

1-beurt � 0 tussenbeurtenrun 1-B T-B V-B1 33 108 22 35 108 33 32 105 14 33 106 05 33 106 16 35 106 07 32 107 28 34 102 19 34 106 110 38 103 111 32 106 412 37 102 213 36 106 114 32 106 315 33 108 216 33 108 117 42 106 018 34 107 019 35 106 020 32 107 321 34 102 122 36 110 223 34 106 124 37 103 025 34 105 126 38 104 327 32 106 128 35 99 129 35 102 330 37 103 0De theoretische minima voor het aantal 1-beurten bedragen 195 respectievelijk32. Alle runs geven een aantal 1-beurten te zien die nooit ver boven de theo-retische minima uitstijgen. Daar V-B altijd klein is zijn bovendien de beurten59



ook redelijk eerlijk verdeeld. Het beste resultaat geeft run 25 in de eerste kolom:alle beurten zijn eerlijk verdeeld, zonder dat daarvoor extra 1-beurten moestenworden uitgedeeld. Dit resultaat is daarom optimaal.
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