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Inleiding

Grobnerbases vormen een van de centrale objecten van de algebraische meetkunde, als het gaat om
het expliciet uitvoeren van berekeningen. Een Grébnerbasis van een ideaal in een polynoomring is een
stel voortbrengers met fijne algoritmische eigenschappen. Met behulp van een Grobnerbasis kunnen
veel problemen eenvoudig worden opgelost. We noemen het oplossen van een stelsel polynomiale verge-
lijkingen, het bepalen of een polynoom in een ideaal ligt en het bepalen of twee idealen gelijk zijn.
Zie [8] of [11] voor meer toepassingen. Al deze problemen hebben een hoge algoritmische complexiteit.
Bijvoorbeeld, zelfs als we ons beperken tot polynomen in 4 variabelen is het ideaallidmaatschaps-
probleem (bepalen of een polynoom in een gegeven ideaal ligt) NP-moeilijk, wat betekent dat ieder
NP-compleet probleem in polynomiale tijd te reduceren is tot dit probleem [24].

Het volgt meteen dat de constructie van een Grobnerbasis uit een willekeurig stel voortbrengers van
een ideaal niet eenvoudig kan zijn. Een algoritme dat deze constructie uitvoert is gegeven door Buch-
berger, en het is naar hem genoemd. Het principe van dit algoritme is om net zolang voortbrengers
van het ideaal te blijven toevoegen totdat we een Grobnerbasis hebben. Buchbergers algoritme ter-
mineert altijd, maar het bewijs daarvan is niet constructief. Daarom is het onbekend hoelang het
algoritme bezig is, oftewel wat de complexiteit ervan is. Hier is veel onderzoek naar gedaan, maar
sluitende onder- en bovengrenzen zijn er niet. Naast Buchbergers algoritme zijn er andere algoritmes
die Grobnerbases construeren [19, 28]. Deze zijn echter van meer theoretisch belang en in de praktijk
werkt Buchbergers algoritme het beste. We gaan hier in deze scriptie niet verder op in.

We beginnen deze scriptie met een behandeling van de onderliggende theorie. We definiéren Grébner-
bases, voeren Buchbergers algoritme in en formuleren de complexiteitsvragen. We eindigen dit hoofd-
stuk met een voorbeeld. De meeste stellingen bewijzen we niet: we verwijzen vaak naar het boek van
Cox, Little en O’Shea [11]. De eerste twee hoofdstukken van dat boek zijn ook heel geschikt als een
grondigere inleiding in Groébnerbases dan we hier geven.

In hoofdstuk 2 geven we ondergrenzen voor de complexiteit. We laten zien dat de grootte van een
Grobnerbasis dubbelexponentieel kan groeien in het aantal variabelen in de polynoomring. Aan de
andere kant is er altijd een Grobnerbasis met grootte begrensd door een vergelijkbare bovengrens: dat
bewijzen we in hoofdstuk 3.

Het is onbekend of deze bovengrens ook geldt voor de complexiteit van Buchbergers algoritme. In
hoofdstuk 4, het belangrijkste deel van deze scriptie, leiden we een nieuwe bovengrens voor die com-
plexiteit af, in termen van de Ackermannfunctie. We gebruiken daarbij alleen combinatorische ar-
gumenten. Tot dusver waren er vrijwel alleen bovengrenzen bekend onder beperkingen op de invoer
(zoals het aantal variabelen of de gebruikte monoomordening), maar onze grens geldt algemeen. Kort
geleden ontdekten we dat dit resultaat niet geheel nieuw is: vergelijkbare grenzen worden afgeleid
in [13]. Toch zullen we op bladzijde 25 zien dat onze grenzen een nuttige toevoeging vormen.

Het laatste hoofdstuk behandelt enkele onderwerpen uit de literatuur rond Buchbergers algoritme en
de complexiteit daarvan. We bespreken aanpassingen van het algoritme die de complexiteit verlagen.
Ook geven we complexiteitsgrenzen wanneer het aantal variabelen in de polynoomring klein is. Ten
slotte bekijken we de invloed van monoomordeningen op het algoritme, en hoe we daar gebruik van
kunnen maken.

Ik wil mijn begeleiders Ronald van Luijk en Jeannette de Graaf, en ook Hendrik Lenstra, bedanken
voor de tijd en moeite die ze hebben gestoken in de ondersteuning van dit bacheloronderzoek.






1 Algoritmische ideaaltheorie

Zij K een lichaam. De polynoomring Kz] over K in de variabele x is een hoofdideaaldomein. Voor
ieder ideaal I C K|[x] is er dus een polynoom g € K[z] met I = (g). Dit polynoom vinden we uit een
stel voortbrengers van I door middel van het algoritme van Euclides. Wanneer f € K[z] een ander
polynoom is, bepalen we of f in I ligt door f door ¢ te delen. Is de rest gelijk aan 0, dan geldt f € I,
en anders geldt f ¢ 1.

Laat nu X = {z1,...,2,} zijn. Voor n > 1 is de polynoomring R = K[X] = Klz1,...,2,] geen
hoofdideaaldomein. In het algemeen zullen we voor een ideaal I C R dus meerdere voortbrengers
g1, - - -, gs nodig hebben. We kunnen volstaan met eindig veel voortbrengers omdat R noethers is. Om
van f € R te bepalen of f in I ligt, willen we weten of er polynomen hy, ..., hs zijn zodanig dat geldt

f="higi+ ...+ hggs.

We proberen dus f tegelijk te delen door g1, ..., gs. Daarvoor zullen we een generalisatie van deling met
rest invoeren. Deze generalisatie heeft echter niet alle gewenste eigenschappen. De rest is bijvoorbeeld
niet uniek. Als de deling een rest geeft die niet 0 is, volgt niet noodzakelijk f ¢ I. Dit probleem treedt
niet op wanneer we een geschikt stel voortbrengers voor I kiezen: een Grobnerbasis.

1.1 Deling met rest

Wanneer we polynomen f,g € K[z] op elkaar delen, delen we steeds de kopterm van f door de
kopterm van g. We generaliseren het begrip kopterm naar polynomen in meerdere variabelen. Een

dy

product x] <oz met dy,...,d, > 0 noemen we een monoom over X = {x1,...,z,}.

Definitie 1.1. Een monoomordening > op X is een welordening van de monomen over X met de
volgende eigenschap: als M, N en P monomen zijn met M > N, dan geldt M P > NP. Als bovendien
voor alle monomen M en N met deg(M) > deg(N) geldt M > N, heet > graadrespecterend.

Definitie 1.2. Zij f € R een niet-nul polynoom, en kies een monoomordening . Het leidende
monoom LM(f) van f is het grootste monoom (ten opzichte van >) dat in f voorkomt met een niet-
nul coéfficiént. De leidende term LT(f) van f is het leidende monoom van f vermenigvuldigd met zijn
coéfficiént in f.

Een voorbeeld van een monoomordening is de lexicografische ordening, kortweg lex. In deze ordening

geldt w‘lil'~x‘,1l" = at---xfr als di > e; voor de kleinste ¢ met d; # e;. De monomen zijn dus

alfabetisch geordend met z; > ... > x,. Verwant hieraan is de graadlexicografische ordening of deglex,
waarin M >~ N als deg(M) > deg(N) of als deg(M) = deg(IN) en M lexicografisch groter is dan N.
De lex ordening is niet graadrespecterend, deglex per definitie wel. Vanaf nu nemen we aan dat er een
monoomordening > gekozen is. Met behulp daarvan kunnen we als volgt deling met rest definiéren.

Algoritme 1.3 (Deling met rest).
Invoer: polynomen f € Ren g1,...,9s € R\ {0}.
Uitvoer: rest bij deling van f door g1,...,gs.

r:=0;

while f # 0 do
B:={ie{l,...,s}:ur(g) | LT(f)};
if B # @ then

kies 17 € B;
fi=f-G0 0
else
r:=r+Lr(f);
f=f-rr(f);
return r;



Het algoritme termineert omdat het leidende monoom LM( f) steeds kleiner wordt ten opzichte van de
monoomordening >. Dit is een welordening, dus f wordt na een eindig aantal stappen 0.

Er is keuzevrijheid in het algoritme als B meerdere elementen bevat. De rest is athankelijk van deze
keuze. Wanneer G = (g1, ..., gs) een geordend rijtje is, maken we het algoritme deterministisch door
i = min(B) te eisen. De uitvoer noteren we dan met nfs(f), de normaalvorm van f ten opzichte van
G. Het berekenen van de rest bij deling van f door G heet ook wel het reduceren van f ten opzichte
van (G. Als de rest bij deling van f door G gelijk is aan f, dan heet f gereduceerd ten opzichte van G.

1.2 Grobnerbases

In analogie met het univariate geval willen we dat geldt nfs(f) = 0 dan en slechts dan als f € I = (G).
Het kan echter gebeuren dat er een f € I is met nfg(f) # 0. Deling met rest gaat wel goed als we
geschikte voortbrengers voor I kiezen. We noteren LM(S) = {LM(h) : h € S\ {0}} voor S C R.

Definitie 1.4. Kies een monoomordening en laat I C R een ideaal zijn. Een eindige deelverzameling
G C I heet een Grébnerbasis voor I als

(Lm(1)) = (LM(G)).

In dat geval is I = (G), zie [11, §2.5, Corollary 6].

Stelling 1.5. Laat G een Grobnerbasis zijn voor een ideaal I C R. Voor een polynoom f € R zijn er
unieke g € I en r € R waarvoor geldt dat f = g+ r en dat geen term van r deelbaar is door een term
LT(h) met h € G.

Bewigs. Zie [11, §2.6, Proposition 1]. O

In het bijzonder is deze r gelijk aan de rest bij deling van f door GG, ongeacht de ordening van de
elementen van G. We kunnen in dit geval dus ook ondubbelzinnig nfs(f) schrijven hoewel G slechts
een verzameling is. Bovendien geldt voor f € I dat ¢ = f en r = 0, zodat we eenvoudig kunnen
beslissen of een polynoom al dan niet in I ligt.

Gevolg 1.6. Laat G een Grobnerbasis voor een ideaal I C R zijn. Voor een polynoom f € R geldt
dat f € I dan en slechts dan als nfg(f) = 0. O

Om Grobnerbases beter te begrijpen noemen we de volgende eigenschap van monoomidealen. Dit zijn
idealen die kunnen worden voortgebracht door een verzameling monomen.

Propositie 1.7. Zij S C R een verzameling monomen en M € R een monoom. Dan geldt M € (S)
dan en slechts dan als er een monoom N € S is met N | M.

Bewijs. Zie [11, §2.4, Lemma 2]. O
Een Grobnerbasis is verre van uniek. Enkele gevallen verdienen extra aandacht.

Definitie 1.8. Een Grébnerbasis G voor I C R heet minimaal als geen echte deelverzameling van G
een Grobnerbasis voor [ is.
Verder heet G gereduceerd als elk polynoom g € G monisch is en gereduceerd ten opzichte van G\ {g}.

Uit propositie 1.7 volgt dat G minimaal is dan en slechts dan als voor alle g € G het leidende monoom
LM(g) niet in (LM(G \ {g})) zit. Bovendien zien we dat iedere gereduceerde Grébnerbasis minimaal is.

Propositie 1.9. Zij I C R een ideaal en kies een monoomordening. Dan is er een unieke gereduceerde
Grébnerbasis voor 1.

Bewigs. Zie [11, §2.7, Proposition 6]. O

Met Grobnerbases van twee idealen kunnen we wegens gevolg 1.6 bepalen of deze idealen gelijk zijn,
door na te gaan of de voortbrengers van het ene ideaal in het andere liggen en andersom. Een andere
methode is nu om de gereduceerde Grobnerbases van de idealen te berekenen en te vergelijken.



Minimale Grébnerbases hebben de kleinste verzameling leidende monomen.

Propositie 1.10. Zij G een minimale Grobnerbasis voor een ideaal I C R en H een willekeurige
Grobnerbasis voor I. Dan geldt LM(G) C LM(H).

Bewijs. Neem g € G. Wegens (LM(G)) = (LM(I)) = (LM(H)) en propositie 1.7 is er een h € H met
LM(h) | LM(g). Andersom is er een f € G met LM(f) | LM(h). Maar dan geldt LM(f) | LM(g) en volgt
[ = g, want anders geeft (LM(G \ {g})) = (LM(G)) een tegenspraak met de minimaliteit van G. In het
bijzonder geldt LM(g) = LM(h) € LM(H). O

1.3 Buchbergers algoritme

Het probleem rest om uit gegeven voortbrengers van een ideaal een Grobnerbasis te vinden. Daarvoor
gebruiken we een eigenschap die equivalent is met de definitie van een Grébnerbasis.

Definitie 1.11. Laat g, h € R twee niet-nul polynomen. Het S-polynoom van g en h is
_ kgv(tm(g),Lm(h))  kgv(LM(g),LM(h))

SOM=T 0 T am "

Het S-polynoom is dus het verschil van veelvouden van g en h zodanig dat de leidende termen precies
tegen elkaar wegvallen.

Stelling 1.12 (Buchbergers criterium). Zij I C R een ideaal en G C [ een eindige deelverzameling.
Rust G uit met een willekeurige ordening op de elementen. Dan is G een Grobnerbasis voor I dan en
slechts dan als geldt I = (G) en nf;(S(g,h)) = 0 voor alle g,h € G\ {0}.

Bewijs. Zie [11, §2.6, Theorem 6]. O

Buchbergers criterium geeft een eenvoudige methode om te testen of G een Grobnerbasis is. Ook
kunnen we er een algoritme uit afleiden om Grébnerbases te berekenen: als nfg(S(g, h)) # 0, voeg dan
nf;(S(g, h)) toe aan G, en herhaal dit tot alle S-polynomen rest 0 geven bij deling door G.

Algoritme 1.13 (Buchbergers algoritme).
Invoer: eindige deelverzameling G = {g1,...,9s} C R\ {0}.
Uitvoer: Grobnerbasis voor (G).

B:={(gi,9;) : 1 <i<j<s};
while B # @ do
kies (gv h) € B;
B:=B\{(g,h)};
q:=nfu(S(g,h)); // met G op een of andere manier geordend
if ¢ #0 then
B:=BU{(p.q) :p€GCG};
G:=GU{q};

return G;
Stelling 1.14. Buchbergers algoritme termineert en is correct.

Bewijs. Definieer vooraf I = (G). De gelijkheid I = (G) geldt dan tijdens de hele executie. De
polynomen die aan G worden toegevoegd zijn immers gereduceerde S-polynomen van polynomen in 7,
en liggen dus zelf in I. De verzameling B houdt bij welke S-polynomen nog niet zijn uitgerekend. Als
het algoritme stopt, geldt voor alle verschillende polynomen g, h in de uitvoer dat tijdens de executie
nf;(S(g,h)) of nfg(S(h,g)) = —nfg(S(g,h)) is uitgerekend. Indien dat niet naar 0 reduceerde is er
direct een polynoom aan G toegevoegd waardoor dat daarna wel het geval is. Volgens Buchbergers
criterium 1.12 hoeven we dus alleen nog te bewijzen dat het algoritme termineert.

Noem de aan G toegevoegde polynomen gsi1, gs+2, - - -, en schrijf G; = {g1, ..., gi}. We gaan bewijzen
dat voor ¢ > s geldt
(LM(Gi-1)) G (LM(GY)). (1)



De inclusie volgt direct uit G;—1 C G;. Verder hebben we g; # 0 en LM(g;) € (LM(G;)). Omdat g; de
rest is bij deling van een polynoom door G;_1, is geen term van g; deelbaar door een term LT(g;) met
1 < j <. In het bijzonder geldt, wegens propositie 1.7, dat LM(g;) ¢ (LM(G;—1)). De inclusie in (1) is
dus strikt. Maar R is noethers, dus iedere keten van strikte ideaalinclusies is eindig. We concluderen
dat het aantal toegevoegde polynomen eindig is. Op ieder moment is B eindig, en kunnen er hoogstens
#B iteraties volgen zonder dat er een polynoom aan G wordt toegevoegd. Het aantal iteraties is dus
ook eindig. O

Zoeken we de gereduceerde Grobnerbasis voor I, dan passen we eerst Buchbergers algoritme toe.
Daarna maken we alle polynomen monisch en reduceren herhaald alle g € G ten opzichte van G \ {g},
waarbij we nullen uit G verwijderen. Merk op dat deze constructie de existentie in propositie 1.9
bewijst.

1.4 Complexiteit

Met Buchbergers algoritme kunnen we altijd een Grobnerbasis van een ideaal uitrekenen. Een belang-
rijke vraag is vervolgens wat de complexiteit van dit algoritme is. Om in de praktijk nuttig te zijn moet
het binnen redelijke tijd een Grobnerbasis vinden. Vragen die betrekking hebben op de complexiteit
van Buchbergers algoritme zijn bijvoorbeeld:

- Hoeveel iteraties voert Buchbergers algoritme uit?

- Hoeveel polynomen voegt het algoritme toe aan het oorspronkelijke stel voortbrengers?
- Hoe groot is de graad van de polynomen in de uitvoer?

- Hoe groot wordt de graad van polynomen in de berekeningen van het algoritme?

Zowel bovengrenzen als ondergrenzen voor het slechtste geval zijn relevant. Deze grenzen drukken we
meestal uit in het aantal variabelen in de polynoomring en de maximale graad van de polynomen in
de invoer. Merk op dat de laatste twee vragen echt verschillend zijn. Het kan gebeuren dat tijdens het
reduceren van een S-polynoom een tussenresultaat ontstaat met graad veel groter dan de graden van
polynomen in de uitvoer. De eerste twee vragen liggen wel heel dicht bij elkaar.

Propositie 1.15. Stel dat Buchbergers algoritme ¢ polynomen als uitvoer geeft, dan voert het algo-
ritme precies (;) iteraties uit.

Bewijs. In iedere iteratie wordt een S-polynoom van twee polynomen in de uitvoer berekend, en van
ieder ongeordend tweetal polynomen in de uitvoer wordt het S-polynoom precies eenmaal berekend.
Het aantal iteraties is dus gelijk aan het aantal paren polynomen in de uitvoer, oftewel (;) Il

Vaak wordt een versie van Buchbergers algoritme gebruikt die direct de gereduceerde Grobnerbasis
bepaalt. Daarin worden de elementen van G steeds ten opzichte van elkaar gereduceerd nadat een
polynoom aan G is toegevoegd. Dat kan nuttig zijn omdat het aantal polynomen in G' dan mogelijk
kleiner wordt. Voor deze versie geldt propositie 1.15 niet: door het reduceren kan het aantal polynomen
in de uitvoer kleiner zijn dan het aantal dat gedurende het algoritme aan G is toegevoegd. De graad
van polynomen in een Grobnerbasis kan door reduceren zowel kleiner als groter worden. Tussen aantal
en graad bestaat in het algemeen bij minimale Grobnerbases echter het volgende verband.

Propositie 1.16. Laat I C R een ideaal zijn en G een minimale Grobnerbasis voor I. Als alle

monomen in LM(G) graad hoogstens d hebben, dan bevat G niet meer dan (d;fjl) polynomen.

Bewijs. Geen van de leidende monomen in LM(G) is een deler van een ander wegens minimaliteit.
Schrijven we zo’n monoom als xclh ...z dan zijn er bij vaste dy,...,d, 1 geen twee monomen
waarin de variabelen z1,...,x,—1 deze exponenten hebben: een daarvan zou immers de ander delen.
Het aantal leidende monomen, dus het aantal polynomen in G, is daarom begrensd door het aantal

manieren om di + ...+ d,_1 < d te schrijven met d; > 0 geheel. Dat aantal is (dﬁzl). O

Deze grens is strikt: de verzameling van de (d;;f;l) monomen van graad d is een gereduceerde, dus

minimale Grobnerbasis voor het ideaal dat het voortbrengt.
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Voor alle bovengenoemde vragen zijn er nog geen vergelijkbare onder- en bovengrenzen bekend. De
moeilijkheid in het vinden van bovengrenzen zien we wanneer we kijken naar het bewijs van stel-
ling 1.14. Het termineren van Buchbergers algoritme is gebaseerd op het noethers zijn van R en wordt
daarmee niet constructief bewezen. Uit het bewijs kan dus niet direct een bovengrens voor de looptijd
worden geconcludeerd.

1.5 Een voorbeeld
In deze paragraaf illustreren we de voorgaande theorie aan de hand van een voorbeeld. We werken in
de polynoomring R = Q[z,y, 2] en gebruiken lex ordening met x = y > z. Laat
g =ty —wyz®,  go=xz 427
We hebben LM(g1) = 2%y en LM(g2) = 2. Het doel is om te bepalen of een derde polynoom
f =222 + 2%yz*
bevat is in het ideaal I = (g1, g2). We proberen eerst naief f te delen door g; en go:
f =222 g1 +22yzt + 209°2% = (2922 + 2Y) g1 + 229323 + 2y2®
= 2072+ 21 + 20727 - go +ay2® — 4y°2 = (272 + 2N g1 + (20°2° +y20) g — 49027 — 2y72°

en nu kunnen we niet verder delen. Merk op dat de graad tijdens het delen is toegenomen. We hadden
ook anders kunnen beginnen:

f=2xy% go + x2yz4 — 4z = (2xy3 + xy23)92 — dxy® — 221323 @)
= (2:6'3/3 + zyz® — 2y3z2)g2 — day® 4 4522
Dit geeft een andere rest, maar weer niet 0. Toch ligt f in I, want er geldt

f=2%z g —az* g1

Dit is dus een situatie waar voor een polynoom f € I geldt nfyy, o.1(f) # 0. Deze ongewenste eigen-
schap lossen we op door een Grobnerbasis voor I te bepalen met Buchbergers algoritme. We hebben

S(g1:92) = 2 - g1 —xy - go = =2y’ — wyz’ = —y2* - go — 2wy’ + 2¢°2%.
We voegen dus g3 = zy® — 3322 als voortbrenger toe. Dan is
S(g1,93) =y* g1 —x-gs =0,
S(g2.93) =y - g2 — 2 - g3 = 2" + ¢°2°,

wat direct gereduceerd is. We voegen g4 = 21y° + 323 toe. Het is eenvoudig te controleren dat nu
alle S-polynomen naar 0 reduceren. Het volgt dat G = {g1,92,93,94} een Grobnerbasis voor I is.
Inderdaad zien we dat bijvoorbeeld de deling in (2) is voort te zetten als

f=Qay’ +ay2® = 20°2%) g2 — 4° - g3.
Nu is de rest bij deling wel 0.
Merk op dat G wel minimaal maar niet gereduceerd is. Er geldt namelijk
g1 =—yz- g2 + 2’y + 22
Verder zijn alle polynomen wel gereduceerd, dus na ze monisch te maken volgt dat
{x2y + 232, w2+ 202, ay® — 322, 0+ %y3z3}

de gereduceerde Grébnerbasis voor [ is.
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2 Dubbelexponentiéle ondergrenzen

Bij het bestuderen van de complexiteit van een algoritme is het altijd belangrijk om niet alleen te
kijken naar bovengrenzen, maar ook invoerinstanties te zoeken waarop het algoritme slecht presteert.
Voor Buchbergers algoritme komt dat neer op het vinden van instanties waar de uitvoer in aantal
of graad heel groot is (we gaan immers uit van een versie van het algoritme waarin niet gereduceerd
wordt). De beste ondergrenzen gaan terug op een constructie van Mayr en Meyer [32, §6]. Zij geven
voorbeelden waar de uitvoer in graad dubbelexponentieel groeit in het aantal variabelen. We zullen een
vereenvoudigde versie van deze constructie geven, afkomstig van Bayer en Stillman [3, §2]. Vervolgens
geven we een nieuwe vereenvoudiging van een constructie van Huynh [23]. Hieruit volgt ook een
dubbelexponentiéle ondergrens voor het aantal polynomen in de uitvoer.

2.1 Commutatieve Thuesystemen

De idealen in de constructies zullen allemaal binoomidealen zijn. Dat wil zeggen dat ze kunnen worden
voortgebracht door binomen, polynomen die het verschil tussen twee monomen zijn. We gebruiken deze
idealen omdat congruentie modulo het ideaal dan een equivalentierelatie op monomen geeft die we ook
via zogenaamde commutatieve Thuesystemen kunnen beschrijven. Bovendien houden Grébnerbases
deze vorm intact. Stel immers dat de invoer van Buchbergers algoritme bestaat uit binomen. Er geldt

S(M; — Ny, My — No) = Py (My — Ny) — Py(My — N3) = PNy — PIN;

voor zekere monomen P; en P5. Tijdens het reduceren blijft deze vorm behouden, aangezien de poly-
nomen waardoor wordt gedeeld ook binomen zijn. Zo volgt meteen het volgende lemma.

Lemma 2.1. Zij I C R een binoomideaal. Dan zijn de elementen van de gereduceerde Grébnerbasis
voor I ook binomen. O

Om commutatieve Thuesystemen te bestuderen voeren we nu eerst enkele begrippen in.

Definitie 2.2. Een monoide is een verzameling X met een associatieve bewerking - : X x X — X,
zodanig dat er een eenheidselement 1 € X ismet 1-x =2 -1 =z voor alle z € X.

Definitie 2.3. De wrije abelse monoide over een verzameling X is de monoide met als elementen
eindige associatieve en commutatieve producten van nul of meer elementen van X. De bewerking is
de natuurlijke vermenigvuldiging hierop.

Een monoide voldoet dus aan alle groepsaxioma’s, behalve het bestaan van inversen. In de vrije abelse
groep over X is de vrije abelse monoide over X het deel dat bestaat uit elementen van de vorm
1 Xp, met x1,...,x, € X. Dit worden ook wel de effectieve elementen genoemd. Merk op dat de
vrije abelse monoide over X precies de verzameling monomen over X is.

Definitie 2.4. Laat M de vrije abels monoide over X zijn. Een Thuesysteem over X is een eindige
deelverzameling T' C M x M. Als voor elke (a, b) € T ook geldt dat (b,a) € T, dan heet T' commutatief.

De elementen van T noemen we producties. Voor v,w € M schrijven we v — w als er een z € M
en een (a,b) € T zijn met v = az en w = bz. Een rijtje v = v9 — v; — ... — vs = w heet een
afleiding van w uit v. Als zo'n afleiding bestaat is w afleidbaar uit v. Wanneer T' commutatief is, is
afleidbaarheid een equivalentierelatie, die we noteren met v =7 w.

Bij een commutatief Thuesysteem T" over X construeren we een binoomideaal It C K[X], waar K[X]
de polynoomring over K is met de elementen van X als variabelen. Hiervoor vatten we iedere (a,b) € T
op als het polynoom a — b € K[X], en laten I7 het ideaal voortgebracht door deze polynomen zijn.
Congruentie en equivalentie van monomen is nu hetzelfde.

Propositie 2.5. Laat M de vrije abelse monoide over X zijn en T een commutatief Thuesysteem
over X. Voor monomen v, w € M geldt v =7 w dan en slechts dan als v —w € Ip.
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Bewigs. Als geldt v = w, dan schrijven we v = v9 — v — ... — vs = w. Neem (a;,b;) € T en z; € M
voor 1 <7 < s met steeds v;_1 = a;z en v; = b;z;. Dan geldt dat v —w = Y7 zi(a; — b;) € Ir. Stel
nu andersom dat v — w € Ip. Voor v = w is de propositie triviaal dus neem aan dat geldt v # w.
Schrijf v —w = >"7_; ¢;izi(a; — b;) met steeds ¢; € K, z; € M en (a;,b;) € T. Beschouw de graaf met
als knopen monomen en voor 1 < ¢ < s een gerichte pijl van a;z; naar b;z; met gewicht ¢;. Noem het
gewicht van een knoop de som van de gewichten van de uitgaande pijlen min de som van de gewichten
van de ingaande pijlen. Dan heeft v gewicht 1, w gewicht —1 en alle andere monomen hebben gewicht
0. Bovendien is in iedere ongerichte samenhangscomponent het totale gewicht 0, dus v en w liggen in
dezelfde component. Er is een ongericht pad v = vg, v1,...,vs = w van v naar w. Nu geldt de afleiding
vg — V] — ... — Vs dus er volgt v =p w. O

Kies een monoomordening > op X. Voor iedere v € M heeft de equivalentieklasse van v een kleinste
element. Laat A de verzameling monomen zijn die niet het kleinste element van hun equivalentieklasse
zijn. Deze kunnen dus nog ‘gereduceerd’ worden. Uit A7 nemen we vervolgens de deelverzameling M
van minimale elementen ten opzichte van deling: dit zijn de elementen van A7 die geen echte delers in
A7 hebben, dus de ‘kleinste reduceerbare’ elementen. De verzameling M7 heeft een bijzonder verband
met Grobnerbases.

Lemma 2.6. Laat T een commutatief Thuesysteem over X zijn en G een Grobnerbasis voor het
corresponderende ideaal I C K[X]. Dan geldt My C LM(G).

Bewijs. Na propositie 1.10 is het genoeg om het lemma te bewijzen als G gereduceerd is. Kies v € Mp
en neem een monoom w < v met w =7 v. Per definitie van M7y is dat mogelijk. Volgens propositie 2.5
geldt dat v —w € Ip. Dan is er een g € G met LM(g) | LM(v — w) = v. Lemma 2.1 geeft dat g =y — 2
voor zekere monomen y en z. Uit y — z € Ip volgt dat y =p z. Bovendien geldt y > 2z dus y € Ar.
Maar y is een deler van v, die geen echte delers in Ar heeft. Er volgt dat v =y = LM(g) € LM(G). O

We hebben dit bewijs sterk vereenvoudigd ten opzichte van dat in [23, Lemma 2.8]. Daar wordt een
omweg gemaakt via zogenaamde Church-Rosser Thuesystemen, die het equivalent van Grébnerbases
zijn voor commutatieve Thuesystemen.

2.2 De constructie

Een commutatief Thuesysteem 1" waarvoor My groot is in aantal of graad van de elementen geeft
vanwege lemma 2.6 direct een instantie van Buchbergers algoritme met een minstens zo grote uitvoer.
Hier geven we een constructie die op deze manier de volgende stelling bewijst.

Stelling 2.7. Voor d > 2 en n > 0 is er een verzameling G van 40n + 20 polynomen in 40n + 37
variabelen, elk polynoom van graad hoogstens max(d+ 2, 5), zodanig dat met elke graadrespecterende
monoomordening iedere Grébnerbasis voor (G) meer dan d?” polynomen van graad groter dan d2"
bevat.

We beginnen met de constructie van Bayer en Stillman [3, §2]. Kies d > 2 vast en neem

Vi = {Snvtnvcnlv « 3 Cndy, Tnly - - - 7$n4}

voor n > 0. Definieer X,, = Vo U...UV,,. We maken inductief een commutatief Thuesysteem T, over
X, Definieer eerst Ty door de producties (soco;, tocol-xgi) voor 1 < ¢ < 4. Gegeven T, nemen we in
T, +1 alle producties uit 7;, en bovendien

(5n+17 Sncnl)a (tncnla Sncn2)a (tncn2$nla tncn3xn4)7
(Sncn27 Sncn3)7 (Sncn?n tncn4)7 (Sncn47 tn+1)7

(tncn2xn2cn+l,ia tnchxniicn-‘rl,ixn—&-l,i) voor 1 <3 < 4.

Steeds als we een productie (v, w) opnemen, nemen we ook (w,v) voor commutativiteit. Het bewijs
van het volgende lemma is lang maar niet moeilijk.
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n

Lemma 2.8. In T;, gelden de equivalenties s,cn; =7, tncmxﬁ voor 1 < ¢ < 4. Een monoom

n

2 .. . .
v =7, SpCni et een factor s, of t, kan alleen v = s,cn; of v = tncmxd zijn. Voor e < d?" is uit

tncnizs,; geen monoom afleidbaar dat een factor s,, of ¢, heeft, behalve t,c,;xf,; zelf.

Bewijs. Zie [3, Lemma 2.2]. O

Het nagaan van de afleidingen bij deze equivalenties is een eenvoudige manier om de werking van T;, te
bestuderen. Uit het lemma kunnen we instanties van Buchbergers algoritme construeren waarvoor de
uitvoer polynomen van graad groter dan d2" bevat. In plaats daarvan geven we een nieuwe constructie
om een vergelijkbare ondergrens voor het aantal polynomen te vinden. Deze constructie hebben we
gebaseerd op die in [23], maar is eenvoudiger. We maken een commutatief Thuesysteem 7' met onder

andere variabelen si,...,ss,t, ¢, a,x,y,Z,¥y, z. Merk op dat dit nieuwe variabelen zijn en niet die van
hierboven. Gebruik viermaal bovenstaande constructie als deelconstructie om equivalenties
42" 42" 42" 42"
s1c = sgca” s9c = szcx® s4c = s3ca® $5C = 84C2

te krijgen. Hier en later noteren we kortweg = voor =r. De hulpvariabelen die we voor deze equiva-
lenties nodig hebben kiezen we steeds verschillend. Verder nemen we in 7" nog de producties

(saw, $422), (say, s4Y2), (857, s5Y), (sac, 1),
waarbij we weer voor iedere productie (v,w) ook (w,v) in T nemen. Eerst merken we op dat de
equivalentie s;c = tzfy/ geldt voor alle e, f > 0 met e + f = d?". De afleiding is

2M 2M 2M 2m _ g2 gon
slcESQCad ES3C&d :Ud ES4C:Ud ES4C$d Zd

271
= s5cfd = 35cieyjf = 34cxeyfzd 84C£Ueyf eyf

Gebruiken we een graadrespecterende monoomordening, dan geldt s;c < tzfyf dus tzyf € Ap. Stel
nu dat v een echte deler van tz®y/ is. We bewijzen dat v ¢ Ar. Als v geen factor ¢ bevat zijn er geen
producties toepasbaar op v en volgt meteen dat v ¢ Ap. Anders heeft v de vorm v = taPy? = sycaPy?
met p 4+ ¢ < d*". Op sscaPy? kunnen we, naast de zinloze productie (s4c, t), alleen de producties
(sax, $4Tz) en (s4y, S4yz) toepassen, en producties uit de equivalenties syc = 33cad2n en 34czd2n = SicC.
Door producties (s4z, s4Z2) en (s4y, s4yz) neemt het aantal factoren z en y af en krijgen we hoogstens
p+q < d?*" factoren z. Schrijf het resultaat als sjcw met w een monoom over {z,y,Z,7, z}. Nu zijn

er twee mogelijkheden.

2™ . ..
° toe. Andere producties zijn pas weer toe-

d2"

- We passen producties van de equivalentie sq4c = szca

pasbaar als het resultaat een factor s of s3 bevat, dus s3ca
az"

w is volgens lemma 2.8. Daarop zijn
verder alleen producties van de equivalentie szcx = soc van toepassing. Wegens p < d2" geeft
lemma 2.8 dat we geen monoom dat sy bevat kunnen afleiden. Bovendien is sqcw zelf het enige
afleidbare element dat een factor s4 bevat.

- We passen producties van de equivalentie s4cz = s5c toe. Het aantal factoren z in w is kleiner
dan d?", dus geen monoom dat s5 bevat is afleidbaar. Het enige afleidbare monoom dat s4 bevat is
weer sqcw zelf.

42"

Nalopen van deze mogelijkheden laat zien dat alle monomen die we wel kunnen afleiden grotere graad
hebben dan v = taPy?. Het volgt dat met een graadrespecterende monoomordening v het kleinste
element van zijn equivalentieklasse is, zodat v niet in Ap zit. Dit geldt voor elke echte deler v van
tecyf, waar e + f = d*". We concluderen dat niet alleen tz°yf € Ap maar zelfs tz¢y/ € My geldt.
Dan bevat M7 meer dan d2" elementen van graad groter dan d?". Tellen van de gebruikte variabelen
en toepassing van lemma 2.6 voltooit het bewijs van stelling 2.7.

Dit resultaat geeft direct een ondergrens voor de looptijd en uitvoer van Buchbergers algoritme. Het
is niet de beste grens: Yap [41] geeft bijvoorbeeld een constructie met slechts 2n 4+ O(y/n) variabelen
waar iedere Grobnerbasis een element van graad groter dan d?" bevat. Deze grens is scherper, maar
heeft wel dezelfde orde van grootte. Essentieel betere constructies zijn er niet: met n variabelen en
voortbrengers van graad hoogstens d is er altijd een Grobnerbasis is waarvan de elementen in graad
begrensd zijn door 2(%d2 + d)Qn_l. Een vergelijkbare bovengrens geldt ook voor het aantal. In het
volgende hoofdstuk gaan we hier verder op in.
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3 De bovengrens van Dubé

Voor de complexiteit van Buchbergers algoritme is van belang hoe groot in het algemeen een Grébner-
basis kan zijn. We hebben al ondergrenzen gezien die dubbelexponentieel groeien in het aantal va-
riabelen. Een belangrijke stelling van Dubé [12] geeft een vergelijkbare bovengrens: voor elk ideaal
I C R is er een Grobnerbasis waarvan de elementen graad hoogstens 2( %dz + d)gﬂ*1 hebben, met d de
maximale graad van voortbrengers van I en n het aantal variabelen. In dit hoofdstuk geven we een
overzichtelijk bewijs van deze stelling. Op enkele punten vereenvoudigen we het bewijs van Dubé.

3.1 Homogeniteit

We beginnen met een nuttige constructie.
Definitie 3.1. Voor een ideaal I C Ren f € Rheet [ : f ={g € R: fg € I} een quotiéntideaal.

Het is triviaal dat I : f een ideaal is. Stel dat I wordt voortgebracht door monomen M, ..., M. Laat
x € X een variabele zijn. Definieer N; = M;/x als = een deler van M; is, en anders N; = M;. Het
is duidelijk dat Ny,...,Ns; € I : . Andersom geldt voor P € I : x dat P door een M; deelbaar is
wegens propositie 1.7. Dan is P deelbaar door N;. Er volgt I : x = (Ny,..., Ns). Door dit te herhalen
vinden we met de regel I : fg = (I : f) : g voortbrengers van I : M, waar M een monoom is.

Een polynoom f € R is homogeen als alle monomen in f dezelfde graad hebben. Elke f kunnen we
schrijven als een som van homogene polynomen. Het deel van f met de termen van graad z heet de
homogene component van graad z van f. Merk op dat f de som van zijn homogene componenten is.

Definitie 3.2. Een niet-lege deelverzameling S C R heet homogeen als S een natuurlijk K-moduul is
(dat wil zeggen, gesloten onder optelling en scalaire vermenigvuldiging) en voor iedere f € S ook alle
homogene componenten van f in S liggen.

Van bijzonder belang zijn homogene idealen. Dit zijn precies de idealen die kunnen worden voortge-
bracht door homogene polynomen. Om fijne eigenschappen van homogene polynomen en idealen ook
in het inhomogene geval toe te passen, gebruiken we homogenisatie. We voeren een extra variabele
o in, zodat we de polynoomring "R = Klxo, ..., z,] krijgen. Een polynoom f = Y1 aiM;, met alle
a; € K en M; monomen in R, homogeniseren we door

.
he — Z aixgeg(f)—deg(Mi) M;.
i=1

Dit is een homogeen polynoom in "R van graad deg(f). Andersom wordt g € "R gedehomogeniseerd
door het polynoom % € R waarin xg gelijk aan 1 is gesteld. Een ideaal I = (f1,...,fs) C R ho-
mogeniseren we door "I = ("fy,... "f,) C "R. We benadrukken dat "I afhankelijk is van de gekozen
voortbrengers: voor alle g € " geldt % € I, maar voor f € I geldt alleen x§ -Mf e M voor k groot
genoeg, afhankelijk van de voortbrengers. Dit kunnen we vermijden door " te vervangen door I : xg,
wat voor m groot genoeg het ideaal voortgebracht door {"f : f € I'} is. Hier hebben we aan "I genoeg.

Ten slotte homogeniseren we ook de monoomordening . Voor monomen M en N in "R definiéren we
M "~ N als deg(M) > deg(N), of als deg(M) = deg(N) en M > °N. Hiermee is "~ graadrespecterend.
Merk op dat geldt LM("f) = x& LM(f) voor zekere k > 0.

Propositie 3.3. Zij I = (f1,..., fs) C R een ideaal en G een Grobnerbasis voor I C "R ten opzichte
van "~ met alle g € G homogeen. Dan is {% : g € G} een Grobnerbasis voor I ten opzichte van >.

Bewijs. Neem f € I. Voor m groot genoeg geldt x(’ - hf € M. In het bijzonder is er een k > 0
met xf LM(f) € LM("), dus er is een g € G met LM(g) | zf LM(f). Omdat g homogeen is geldt dan
LM(%) | Lm(f). Uit {% : g € G} C I volgt dat dit een Grébnerbasis voor I is. O

Van een homogene deelverzameling S C R kunnen we het deel .S, C .S nemen van homogene polynomen
van graad z. Dan is S, een eindigdimensionale K-vectorruimte.
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Definitie 3.4. De Hilbertfunctie Hg van een homogene deelverzameling S C R wordt gegeven door
Hg(z) = dim(S;).
Let op: voor homogene idealen I C R wordt elders vaak dim((R/I),) in plaats van dim(/,) gebruikt.

De Hilbertfunctie is een maat voor de grootte van S. Als § =T} @ T3 een directe som van homogene
verzamelingen is, dan geldt Hs = Hp, + Hrp,. Een beroemde stelling zegt dat H(z) een polynoom is
voor z voldoende groot, waar I C R een homogeen ideaal is [4, Theorem 9.27]. Dat gebeurt eveneens
bij de homogene verzameling nf;, de verzameling normaalvormen ten opzichte van een Groébnerbasis
voor I. Dit zijn precies de polynomen waarvan geen monoom in (LM(])) ligt. Uit stelling 1.5 volgt
direct R = I @ nf;. We zien eenvoudig dat nf; een representantenstelsel voor de quotiéntring R/I is.

3.2 Kegeldecomposities

Homogene verzamelingen bestuderen we aan de hand van eenvoudige bouwstenen.

Definitie 3.5. Als g € R een homogeen polynoom is en V' C X = {z1,...,z,} een deelverzameling,
dan heet ¢(g,V) = {gh : h € K[V]} een kegel.

Merk op dat ¢(g, V) een homogene deelverzameling van R is.

Definitie 3.6. Een kegeldecompositie van een homogene deelverzameling S C R is een eindige verza-
meling ) van kegels, zodanig dat S de directe som van de kegels in @ is.

Met @ noteren we de deelverzameling van @ die bestaat uit de kegels c(g, V) € Q met V # @. Kegels
met V = @ zijn zo klein dat ze vaak niet relevant zijn. We noemen twee soorten kegeldecomposities.

Definitie 3.7. Een kegeldecompositie Q met Q # @ heet d-standaard als voor iedere kegel c(g, V) € Q
geldt dat deg(g) > d en, indien deg(g) > d, er een c(h, W) € Q is met deg(h) = deg(g)—1en |W| > |V|.
In het geval Q = @ heet @ een O-standaard kegeldecompositie.

We noemen @) verder d-ezact als @ ten eerste d-standaard is en bovendien voor verschillende kegels
c(g,V) en c¢(h, W) in Q altijd geldt deg(g) # deg(h).

We merken op dat deze definities enigszins afwijken van die in [12]: daar is een kegeldecompositie @
met Q leeg d-standaard voor iedere d € N, en heet Q kortweg exact als deze d-exact is voor zekere d.

Als Q een d-standaard kegeldecompositie is en @ niet leeg, dan is d de kleinste graad van een polynoom
g waarvoor er een kegel c(g,V) € Q is. Er volgt dat d altijd uniek bepaald is.

Definitie 3.8. Laat () een d-standaard kegeldecompositie zijn. Met () associéren we een rij Macaulay
constanten by > by > ... > byy1 = d gegeven door

b; = min{e > d : als ¢(g,V) € Q met |V| > i, dan geldt deg(g) < e}.

Bijvoorbeeld is b1 — 1 de grootste graad van een polynoom g € R waarvoor er een c(g,V) € Q is.
Wanneer @) zelfs d-exact is, bevatten de Macaulay constanten ) veel informatie van Q.

Propositie 3.9. Zij () een d-exacte kegeldecompositie met Macaulay constanten by, ..., by41. Voor
i=1,...,nene e N=7Zspmet bj1; < e <b;is er een unicke kegel ¢(g, V) € Q) met deg(g) = e. Voor
die kegel geldt bovendien |V| = i.

Bewijs. Neem i € {1,...,n} en e € N met bj11 < e < b;. Uit bjy1 < b; volgt dat er een kegel
c(h,W) € Q is met deg(h) = b; — 1 en |W| = i. Maar Q is d-standaard en er geldt d < e < b; — 1, dus
er is een kegel c(g,V) € Q met deg(g) = e en |V| > |W| = i. Uniciteit geldt direct omdat @ exact is.
Verder moet gelden dat |V| =4, want |V| > i+ 1 zou betekenen dat e < b . O

Een van de doelen van deze paragraaf is om de volgende stelling te bewijzen. Deze stelling laat het
verband tussen kegeldecomposities en Grobnerbases zien.

Stelling 3.10. Zij I C R een homogeen ideaal. Er is een 0-exacte kegeldecompositie van nf; met
Macaulay constanten by, ..., b,11, zodanig dat er een Grobnerbasis voor I is waarvan de elementen
graad hoogstens by hebben.
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We gaan dus zo’'n kegeldecompositie van nf; construeren. Het is voldoende om monoomidealen te
beschouwen vanwege de triviale gelijkheid nf; = nf(;y,(1)). Het volgende algoritme is eenvoudiger dan
dat in [12, §4], en we geven een nieuw terminatiebewijs.

Algoritme 3.11 (Decompositie).
Invoer: een eindige verzameling F' van monomen, een monoom M en een deelverzameling V' C X.
Uitvoer: kegeldecompositie @ van nf gz N c(M, V) die, indien @ niet leeg is, deg(M )-standaard is.

G := gereduceerde Grdbnerbasis voor (F):M;
if 1€ G then return J;
else if GN K[V] =@ then return {c(M,V)};
else
kies W C V met |WW| maximaal zodanig dat GNK[W|=g;
kies x € V\ W;
Q1 := Decompositie(F, M,V \ {z});
()2 := Decompositie(F,zM,V);
return Q1 U Q2;

Stelling 3.12. Het decompositiealgoritme termineert en is correct.

Bewijs. We noteren I = (F). In de eerste recursieve aanroep wordt |V| kleiner. Bij de tweede aanroep
wordt het ideaal I : M groter. Immers, de keuze van W en z is dusdanig dat er een g € G is die
deelbaar is door x. Nu geldt g/z € I : ©M maar g/x ¢ I : M omdat G gereduceerd is. Er volgt
I: M CI:xzM. Omdat R noethers is termineert het algoritme.

In het geval 1 € G geldt M € I zodat ¢(M, V') bevat is in I en nff Ne(M, V) gelijk is aan {0}, wat de
lege verzameling als kegeldecompositie heeft. Stel nu dat geldt G N K[V] = @. Neem MN € ¢(M,V)
met N € K[V] een monoom, dan is N niet deelbaar door een element van G. Er volgt N ¢ I : M
en MN ¢ I, zodat geldt MN € nf;. We concluderen dat ¢(M,V) C nf; en dat {c(M,V)} een
deg(M)-standaard kegeldecompositie van nfy N e(M, V) = ¢(M,V) is (tenzij V = @).

Anders kunnen we met inductie naar de recursiediepte aannemen dat Q)1 en Q2 respectievelijk deg(M)-
en (deg(M) + 1)-standaard zijn (tenzij Q; of Q4 leeg is). Uit ¢(M,V) = c¢(M,V \ {x}) ® c(xM,V)
volgt direct dat Q1 U Q2 een kegeldecompositie van nf; N ¢(M, V') is. Merk nu op dat @ niet leeg
is. In de keten onderliggende ‘Qi-recursies’ verandert namelijk M en dus G niet. Het geval 1 € G
kan niet optreden dus ooit wordt een kegel ¢(M,Y") toegevoegd. Om te bewijzen dat Q1 U Q2 ook
deg(M)-standaard is, hoeven we daarom alleen nog te kijken naar kegels c¢(N,Z) € Q, waarvoor
geldt deg(N) = deg(M) + 1. Die voldoen aan ¢(N,Z) C nfr N c¢(M, V). Delers van monomen in nfy
liggen ook in nfy, zodat volgt ¢(M,Z) C nff Ne(M,V). Nu hebben we Z C V en GN K[Z] = @.
Immers, P € G N K[Z] zou voldoen aan PM € I en PM € ¢(M,Z) C nf;, wat niet kan. De kegel
c¢(M,Y) € @1 van hierboven heeft |Y| > |Z| omdat het algoritme |IW| steeds maximaal kiest. Dus
Q1 U Q2 is deg(M)-standaard. O

Hiermee vinden we altijd een O-standaard kegeldecompositie van nf; = nf; N ¢(1, X) aangezien de
lege kegeldecompositie ook 0-standaard is. We hebben nog de volgende constructie nodig. Deze is
intuitiever dan de oorspronkelijke constructie in [12, §6].

Lemma 3.13. Laat S C R een homogene deelverzameling. Als S een d-standaard kegeldecompositie
heeft, dan heeft S ook een d-exacte kegeldecompositie.

Bewijs. Zij @ een d-standaard kegeldecompositie van S. Noem z de kleinste graad waarvoor er ver-
schillende kegels c(g, V) en c(h, W) in Q zijn met deg(g) = deg(h) = z. Stapsgewijs verhogen we z.
Kies daartoe een c(h, W) € @ met deg(h) = z zodanig dat |W| maximaal is. Voor elke kegel c(g, V),
waar we zonder verlies van algemeenheid V' = {x1,...,x;} nemen, geldt de identiteit

c(g,V)=rclg,?) ® c(x19,{z1,...,2:}) ® c(w2g,{w2,...,2:}) D ... D c(xig,{zi}). (3)
Vervang alle kegels c(g,V) € Q \ {c(h,W)} met deg(g) = 2 door de kegels in het bijbehorende

rechterlid. Vanwege de keuze van c(h, W) is de resulterende kegeldecompositie weer d-standaard en
c(h, W) is de enige kegel in Q met deg(h) = z. Dit herhalend kunnen we z steeds groter maken.
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We bewijzen dat dit proces stopt. Laat by, ...,b,+1 de Macaulay constanten van de oorspronkelijke
kegeldecompositie zijn en herhaal de constructie tot z = b; — 1. Noem op dat moment %k het aantal
kegels ¢(g, V') met deg(g) = b1 —1 waarvoor |V | maximaal is. Laat ¢ deze maximale waarde van |V| zijn.
Als we het proces weer een stap toepassen voegen we aan @ alleen kegels c¢(h, W) toe met deg(h) = b;.
Maar @ bevatte nog geen dergelijke kegels, dus @ bevat daarna precies k — 1 kegels c(h, W) met
deg(h) = by en |W| = t. Na k iteraties zijn er geen kegels c¢(h, W) meer met deg(h) = b1 +k — 1 en
|W| = t. Evenzo zijn er na eindig veel iteraties geen kegels meer met |W| = ¢ — 1. Dit voortzettend
concluderen we dat de constructie termineert. U

Bewigs stelling 3.10. Laat @ de 0-standaard kegeldecompositie van nf; = nf(; (7)) zijn die het decom-
positiealgoritme geeft wanneer toegepast op (LM(I)). Noteer met ay, . .., a,+1 de Macaulay constanten
van (). Zij H een minimale Groébnerbasis voor I bestaande uit homogene polynomen. We bewijzen dat
deg(g) < ag geldt voor alle g € H. Laat daartoe N € LM(H ). We doorlopen de recursieve aanroepen
van het algoritme zodanig dat steeds geldt N € ¢(M, V), in de notatie van het algoritme. Dit kan, want
uit N € ¢(M, V) volgt N € ¢(M,V\{z}) of N € ¢(xzM, V). Deze keten aanroepen stopt op een gegeven
moment met een aanroep Decompositie (F', M ,V). Dan geldt de conditie 1 € G of GNK[V] = @. Dat
laatste kan niet: als in het bewijs van stelling 3.12 geldt dan ¢(M, V') C nf;, maar dat is in tegenspraak
met N € ¢(M, V)N (LMm(I)). Dus we hebben 1 € G, zodat geldt ¢(M,V) C (LM(I)). De minimaliteit
van H impliceert dat geen deler van N bevat is in (LM([)), dus er volgt M = N.

We beschouwen de aanroep Decompositie(F', M ,V). Wanneer geldt M =1 en V = X, dan hebben
we N =1 dus I = R. De claim dat voor alle g € H geldt deg(g) < ap is dan triviaal. Anders moet
dit een ‘Qq-aanroep’ zijn (of de conditie 1 € G zou al eerder hebben gegolden). De corresponderende
‘(QQ1-aanroep’ is Decompositie(F',M/x,V \ {z}) voor een zekere variabele x. De uitvoer bevat dus
een kegel ¢(M/x,W). In het bijzonder geldt ag > deg(M/z) + 1 = deg(N). De elementen van LM(H )
zijn dus in graad begrensd door ag en wegens homogeniteit de elementen van H ook.

Construeer als in lemma 3.13 uit @ een 0-exacte kegeldecompositie van nf;. Uit het bewijs zien we
direct dat de Macaulay constanten by, . . ., b,+1 van deze nieuwe kegeldecompositie voldoen aan b; > a;.
De elementen van H hebben dus graad hoogstens by. O

Ten slotte geven we ook een kegeldecompositie van homogene idealen.

Lemma 3.14. Zij I C R een niet-nul ideaal met homogene voortbrengers van graad hoogstens d. Dan
is er een d-exacte kegeldecompositie van I.

Bewijs. Laat f1,..., fs de voortbrengers zijn. Definieer J = (fo,..., fs) : fi en S = {gf1 : g € nf;}.
We bewijzen dat geldt I = S@(fa,. .., fs). Het is duidelijk dat S en (fa, ..., fs) deelverzamelingen van
I zijn. Voor f € I kunnen we altijd f = gf1 + h schrijven met h € (fa,..., fs). Neem een Grobnerbasis
G voor J. Dan geldt g — nfg(g) € J en dus (¢ — nfg(9))f1 € (f2,..., fs). Nu hebben we

nfa(g)f1 €S en  f—nfa(g)fi = (9 —nfc(g))fi+he(fo,..., fs)

Daarmee ligt f in S + (f2,..., fs) en het resteert te bewijzen dat S N (fa,..., fs) = {0}. Maar een
element gf; € S, met g € nfy, ligt in (f2,..., fs) precies wanneer g € J. Uit JNnf; = {0} concluderen
we dat inderdaad geldt I =S @ (fa,..., fs).

Met het decompositiealgoritme vinden we een 0O-standaard kegeldecompositie P van nf;. We zien met-
een dat {c(gf1,V) : c(g,V) € P} een deg(f;)-standaard kegeldecompositie van S = nf; - f1 is (tenzij
P = @). Deze constructie herhalend schrijven we I = S @ ... @ Ss_1 @© (fs). Voor iedere S; bestaat
een deg( f;)-standaard kegeldecompositie P; en voor (fs) nemen we de deg(fs)-standaard kegeldecom-
positie {¢(fs, X)}. Met de uitdrukking in (3) kunnen we een e-standaard kegeldecompositie eenvoudig
omzetten in een (e + 1)-standaard kegeldecompositie. Het volgt dat Si,...,Ss—1 en (fs) ook een d-
standaard kegeldecompositie hebben. De vereniging () hiervan is een d-standaard kegeldecompositie
van I. Merk hier op dat sommige P; leeg kunnen zijn, maar @ niet omdat I # {0}. Uit lemma 3.13
volgt ten slotte dat S een d-exacte kegeldecompositie heeft. O
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3.3 Een grens voor de Macaulay constanten

De Hilbertfunctie van een kegel ¢(g, V) met V' # @ is de binomiaalcoéfficiént

z—de +|V]|—-1
Hc(g,V) (Z) = < g|€/%)_ 1| ‘ >
voor z > deg(g): de elementen gM, waarbij M een monoom in K[V] is van graad z — deg(g), vormen
immers een K-basis voor ¢(g, V)., en dit is het aantal dergelijke monomen. In het geval V = & geldt
Hc(gy)(z) = 1 voor z = deg(g) en anders 0. Als @ een d-exacte kegeldecompositie van S is met
Macaulay constanten by, ...,b,+1 dan volgt uit propositie 3.9 dat S Hilbertfunctie

Hs(z)—f: bz‘l (z—e—i—z'—l)
i=1 e=b; 11 i—1
heeft voor z > by. Merk op dat dit een polynoom in z is. Stel nu dat I C R een niet-nul ideaal is
met homogene voortbrengers van graad hoogstens d. Neem een d-exacte kegeldecompositie P van I
en de 0-exacte kegeldecompositie @ van nf; uit stelling 3.10. Noteer met ag,...,an,+1 de Macaulay

constanten van P en met by, ..., b, die van Q). Uit R = I @ nf; volgt Hr + Hys, = Hp oftewel

n a;—1 . n b—1 .
< z—e+i—1 Z Z’ z—e+1i1—1 z4+n—1
pu— 4
ZZ < 1—1 >+, ( 1—1 ) (n—l > ()
1=1 e=a;1+1 i=1 e=b;y1

voor z > max(ag, bp). Maar dan kunnen de Macaulay constanten niet te groot zijn, aangezien a,4+1 = d
en b,11 = 0 vastliggen. Het bewijs van de volgende grens is lang maar oninteressant.

Lemma 3.15. Voor d > 1 geldt aj + by < 2(3d? + d)2" .

Bewijs. Dit volgt uit (4), zie [12, Lemma 8.1]. Daar wordt het alleen voor n > 3 bewezen, maar voor
n < 3 is het triviaal. O

Merk op dat (4) een polynoomgelijkheid is voor z > max(ai,b;). Als @ een kegel ¢(g, @) bevat met
deg(g) > max(ai, b1), dan zou Hyy, (deg(g)) groter zijn dan de tweede term in uitdrukking (4). Maar
ook is Hy(deg(g)) minstens zo groot als de eerste term in uitdrukking (4), en we krijgen
)

H(deg(9)) + Har, (deg(g)) > (deg(g) e 1) — Hp(deg(g)) = Hi(deg(g)) + Har, (deg(s)).

n—1
Uit deze tegenspraak volgt de bovengrens by < max(ai,b1) < aj + b;. Volgens stelling 3.10 hebben we
daarmee een grens voor de graden van polynomen die nodig zijn in een Grébnerbasis voor I. Dit geldt
alleen voor homogene idealen, maar via homogenisatie en propositie 3.3 vinden we ook een grens voor
het inhomogene geval.

Stelling 3.16 (Dubé). Zij I C R een ideaal met voortbrengers van graad hoogstens d. Dan is er een
Grébnerbasis voor I waarvan alle polynomen graad hoogstens 2(3d? + d)2"71 hebben. O

Een waarschuwing is hier op zijn plaats. Merk ten eerste op dat dit een existentiestelling is. In het
bijzonder hoeft deze grens niet te gelden voor de uitvoer van Buchbergers algoritme. Verder beweert
Dubé dat er een gereduceerde Grobnerbasis voor I is met deze graadgrens. Maar zijn definitie van
‘gereduceerd’ verschilt van de gebruikelijke definitie 1.8 en komt overeen met wat wij minimaal noemen.
Dit is verkeerd overgenomen in bijvoorbeeld [27, 31]. De toevoeging dat er een minimale Grobnerbasis
als in stelling 3.16 is, is een triviaal gevolg.

Uit stelling 3.16 kunnen we wel conclusies trekken over het aantal elementen van een minimale
Grobnerbasis en in het bijzonder van de gereduceerde. Dubé zelf doet dat opmerkelijk genoeg niet.

Gevolg 3.17. Zij I C R een ideaal met voortbrengers van graad hoogstens d. Een minimale Grébner-

basis voor I bestaat uit niet meer dan (efﬁ;l) polynomen, met e = 2(%(12 + d)2n71.
Bewijs. Dit volgt direct uit propositie 1.10 en propositie 1.16. O

Merk op dat (6271;1) een polynoom in e is van graad n — 1. Dit geeft dus een bovengrens voor het

aantal elementen van een minimale Grobnerbasis die ook dubbelexponentieel groeit in n.
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4 Een Ackermanngrens

Buchbergers algoritme voegt aan een stel voortbrengers G van een ideaal I C R steeds meer polynomen
toe. Zoals in het bewijs van stelling 1.14 ontstaan inclusies G = Go C G1 € ... en een keten

(LM(Go)) € (LM(GL)) S ...

Omdat R noethers is, is deze keten eindig en termineert het algoritme. Een bovengrens voor de lengte
van zo’n keten geeft ook een grens voor de complexiteit van Buchbergers algoritme. De lengte van deze
ketens en de toepassing op Buchbergers algoritme zijn onderzocht in onder andere [35, 36, 30, 16].
Perdry leidt in zijn proefschrift [37, §1.5] een expliciete complexiteitsgrens af, in het geval van een
graadrespecterende monoomordening. Deze grens is in termen van de Ackermannfunctie. Met slechts
combinatorische argumenten zullen we een kleine verbetering van deze grens geven. Verder zullen we
een nieuwe grens afleiden, ook uitgedrukt in de Ackermannfunctie, die geldt voor iedere monoomor-
dening. Dit resultaat geldt geheel algemeen.

4.1 Mo

We beginnen met het bestuderen van een eenpersoonsspel, dat we Mo dopen. Later zullen we een
keten monoomideaalinclusies reduceren tot zetten in Mo. We definiéren een majorerende functie als
een strikt stijgende functie 6 : Z>1 — Z>1 met §(d) > d voor alle d € Z>y. Voor een verzameling X
noteren we met X de verzameling formele eindige associatieve en commutatieve sommen mqo...om,
met mq,...,m, € X, inclusief de lege som. Er is een natuurlijke optelling ¢ op X°. Hiermee is X°
dus de vrije abelse monoide over X. Ook noteren we voor k € N = Z>¢ en m € X met kxm de som
m<o...om van k kopieén van m.

Definitie 4.1. Kies een majorerende functie §. Een positie in het spel Mogs is een paar (v,d) met
v € N® en d € Z>1. De positie (v,d) is een eindpositie als v de lege som is. Als (v, d) geen eindpositie
is bestaat een zet uit de volgende stappen:

-kiesm € Nen w € N° met v = m ¢ w;

- vervang v door kx (m — 1) ow met 0 < k < d als m > 0, en vervang v door w als m = 0;

- vervang d door 6(d).

Lemma 4.2. Vanuit iedere positie in Mos is er een eindige langste zettenreeks.

Bewigs. Laat (v,d) een positie zijn met v = mq ¢ ... o m,, waar m; > ... > m,. We kennen aan
deze positie het ordinaalgetal w™! 4 ...+ w™" toe. Het is duidelijk dat na een zet het ordinaalgetal
corresponderend met de positie kleiner wordt. De ordinaalgetallen zijn welgeordend dus iedere zetten-
reeks is eindig. Verder zijn er in iedere positie slechts eindig veel keuzemogelijkheden voor een zet. Het
lemma van Konig [26, §VI.2, Satz 6] geeft dat er, vanuit een gegeven positie, geen willekeurig lange
zettenreeksen zijn. Dan is er vanuit elke positie een eindige langste zettenreeks. ]

We kunnen dus met Ls(v,d) de lengte van een langste Mos-zettenreeks vanuit (v,d) noteren. De
volgende propositie is dan triviaal.

Propositie 4.3. Voor d,e € Z>1 met d > e geldt Ls(v,d) > Ls(v, e). O

Zo’n langste zettenreeks kunnen we precies beschrijven. We schrijven @ — 3 als de posities a en 3 via
een zet in elkaar overgaan, en @ —* (3 als ze via een aantal (mogelijk nul) zetten in elkaar overgaan.

Lemma 4.4. In elke langste zettenreeks voor Moy kiezen we in een positie (v,d) steeds m € N en
w € N® met v = mow zodanig dat m minimaal is. Als m > 0, dan vervangen we v door dx(m —1)ow.

Bewijs. De tweede bewering is triviaal. Neem voor de eerste een positie (v, d) en een langste zettenreeks
uit (v,d) die in een zet (we mogen aannemen de eerste) m niet minimaal kiest. Schrijf v = m ¢ w.
Laat | < m een andere mogelijke keuze zijn, en neem z € N°® waarvoor geldt v = m ol o z. De
gekozen langste zettenreeks begint met (v,d) — (d* (m — 1) ol oz, 6(d)) en heeft daarom lengte
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14+ Ls(d*x (m—1)oloz, §(d)). Maar omdat geldt [ < m — 1 kunnen we in nul of meer zetten een
term m — 1 in de formele som door [ vervangen. Er volgt dat voor zekere k > 2 ook

(v,d) = (moz, 6(d) = ((d+1)x(m—1) oz, 6%(d) =* (dx (m —1)oloz 6(d))
een zettenreeks is, van lengte k. Merk daarbij op dat 6(d) > d+ 1. Deze reeks is te vervolgen tot lengte
k+ Ls(dx (m—1)oloz 6°(d)) > 2+ Ls(d* (m —1) ol oz, §(d))
volgens propositie 4.3. Dat is groter dan de lengte van de langste zettenreeks, tegenspraak. O
Uit deze strategie leiden we een uitdrukking voor Ls(m,d) af met m € N en d € Z>. Noteer daartoe
P, (d) = Ls(m,d).

We zien meteen Py(d) = 1. Voor m > 0 passen we bovenstaand lemma toe om in te zien dat de langste
zettenreeks uit (m,d) er, voor geschikte ep, ..., eq € Z>1, uitziet als

(m,d) — (dx(m—1), eg) =" ((d—=1)*(m—1), e1) =" ((d—2)x(m—1), ea) =" ... =" (0x(m—1), eq).

We definiéren py,(d, i) voor 0 < i < d als het aantal zetten van (m,d) tot ((d —i) x (m — 1), ¢;). Er
geldt meteen e; = §Pm(%)(d). Ook is duidelijk dat geldt p,,(d,0) = 1 en py,(d,d) = Py, (d). Recursief
weten we dat tussen ((d —i+ 1) x (m — 1), e;—1) en ((d — i) x (m — 1), e;) precies P,,,_1(e;—1) zetten
liggen. We vinden dus de volgende uitdrukking voor Lgs(m, d).

Stelling 4.5. Er geldt Py(d) =1 en P, (d) = pp(d,d) voor m,d € Z>;. Bovendien geldt

1 als 1 = 0,

kE+ Ppn_1(6"(d)) met k=ppn(d,i—1) als 0 <i<d

voor alle m,d € Z>1 en 0 <14 < d. O

Bijvoorbeeld hebben we
Ls(1,d) = Pi(d) =d+ 1. (5)

Bovengrenzen voor Pp,(d) kunnen we nu met inductie afleiden, aangezien k 4 Py,_1(6¥(d)) stijgend is
in k. Hiervoor gebruiken we het volgende.

Gevolg 4.6. Neem m > 0 vast en functies Q,,—1(d) en g, (d, i) met Qp—1(d) > Pp—1(d) en

1 als 1 = 0,
k4 Qm_1(0%(d)) met k= qn(d,i—1) als 0 <i<d

voor alle d € Z>; en 0 < i < d. Dan geldt ¢, (d,d) > Py, (d) voor d € Z>;. O

Gm(d, i) > {

We leggen nu het verband met ketens monoomideaalinclusies. Monomen kunnen we opvatten als
elementen van N via z{' ...z < (di,...,d,). De monomen die deelbaar zijn door een monoom
M = :Uill e xfl" corresponderen dan precies met de punten in N” waarvan alle coérdinaten minstens
zo groot als die van M zijn. Het complement hiervan is de vereniging over de deg(M) hypervlakken

gegeven door x; = e, voor 0 < e < d;. Zo vinden we de volgende grens.

Lemma 4.7. Laat J een majorerende functie zijn en d € Z>;. Stel dat My,...,M; € R een rij
monomen is waarin M; geen deler van M; is voor 0 < i < j < t en bovendien geldt deg(M;) < §%(d).
Dan geldt t < Ls(n,d).

Bewijs. We definiéren een m-dimensionale deelruimte van N als een deelverzameling waarin n — m
coordinaten vast liggen en de andere codrdinaten door heel N lopen. Voor ¢ =0, ...,t+ 1 construeren
we inductief een verzameling A; van deelruimten van N™ met de eigenschap dat {M;, ..., M;} bevat
is in JA; = Ugea, S- We beginnen met Ag = {N"}, wat zeker deze eigenschap heeft. Voor 0 <i <t
maken we A; ;1 als volgt uit A;. Neem S € A; met M; € S. Dat kan wegens M; € |J 4;. Als dim(S) = 0,
dan geldt S = {M;} en voldoet A;11 = A; \ {S}. Anders schrijven we de verzameling monomen in S
die niet deelbaar zijn door M; als de vereniging over hoogstens deg(M;) < &% (d) hypervlakken in S.
Deze hypervlakken zijn deelruimten van N” van dimensie dim(.S) — 1. Laat B de verzameling van deze
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hypervlakken zijn en neem A;+1 = (A4; U B) \ {S}. Dan geldt {M;+1,..., M} C |J Ait1. Immers, alle
M; € S met j > i zijn niet deelbaar door M; en dus bevat in een element van B.

Bij A; = {S1,...,S,} nemen we v; = dim(S7) ¢ ...odim(S,) € N°. We krijgen A;;1 uit A; door een
deelruimte S uit A; te verwijderen en er hoogstens ¢*(d) van dimensie dim(S) — 1 toe te voegen, zodat

(UOv d) - (1)1, 5(d)) - (U27 62(d)) e T (Ut-i-lv 5t+1(d))
een Mos-zettenreeks vanuit (vg, d) = (n,d) is met ¢ + 1 zetten. Er volgt dat ¢ < Ls(n, d). O

Met I; = (My,...,M;) is {0} € Ip € I; € ... C I, een keten strikte ideaalinclusies volgens propo-
sitie 1.7. Het is niet moeilijk in te zien dat de ketens die we op deze manier uit een rij monomen
construeren zelfs de langst mogelijke ketens ideaalinclusies zijn: onder alle ketens ideaalinclusies met
de eigenschap dat het i9¢ ideaal I; kan worden voortgebracht door polynomen van graad hoogstens
§%(d) zijn deze ketens het langst [36, §3]. Dit lemma geeft dus in het algemeen een bovengrens voor de
lengte van een keten ideaalinclusies.

4.2 Graadrespecterende monoomordeningen

We geven eerst een grens voor de uitvoer van Buchbergers algoritme in het eenvoudigere geval dat de
monoomordening > graadrespecterend is. Via propositie 1.15 geeft dat ook een grens op de looptijd.
Neem polynomen fi,..., fs € R van graad hoogstens d als invoer en stel dat hieraan tijdens de executie
g1, ..., worden toegevoegd. Elke g; is een gereduceerd S-polynoom van eerdere polynomen. Dit
S-polynoom heeft graad hooguit tweemaal de graad van fi,..., fs,91,.-.,¢i—1. Tijdens het reduceren
wordt het leidende monoom alleen kleiner ten opzichte van > en dus, omdat > graadrespecterend
is, niet groter in graad. We concluderen dat g; graad hoogstens 2'd heeft. Laten we nu M; = LM(g;)
zijn voor 1 < i < t en bovendien My = LM(f;), dan geldt ook deg(M;) < 2'd. Merk op dat het geen
zin heeft om de leidende monomen van fo,..., fs in deze rij op te nemen aangezien we daartussen
geen relaties voor graad en deelbaarheid kennen. Daarentegen is elke g; gereduceerd ten opzichte van
f1,91,...,9i—1, zodat M, niet deelbaar is door een eerder monoom uit de rij. Met de majorerende
functie 6(d) = 2d kunnen we dus lemma 4.7 toepassen om ¢ te begrenzen.

Eerst voeren we Knuth pijlnotatie in om grote getallen te noteren. De Knuthpijl is een ternaire operator
a T™ b voor a,b € N en m > —2 die recursief gedefinieerd wordt door

b+1 als m = —2,

a alsm=—1en b=0,
al™b=<0 alsm=0en b=0,

1 alsm>0en b=0,

a™ ! (a1™ (b—1)) anders.

We spreken af dat de Knuthpijl rechtsassociatief werkt, dan geldt voor m > 0 ook

CLTmb:aTm_laTm_l"'Tm_la.

b maal a

Bij vaste a en m kunnen we a 1™ opvatten als operator op b. Intuitief is a 7™ b dus de (b — 1)-voudige
toepassing van a 1™ ! op a. Herhaalde toepassing van deze operator noteren we voor het gemak als

al’b=al"al™ ---al™b.
i ma;lra Tm
Enkele kleine gevallen zijn a 1772 b=b+1, a7 'b=a+bal®b=abalb=allb=ad
ena 1Tb=ua1?2b=a" , waar het aantal a’s gelijk is aan b. Merk op dat we voor kleine m
soms m pijlen noteren in plaats van ™. Verder spreken we af dat in het evalueren van uitdrukkingen

de Knuthpijl lagere prioriteit heeft dan vermenigvuldiging, maar hogere dan optelling. Er geldt dus
al™b-c+k=(@l (b-c))+k.
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Sterk gerelateerd aan de Knuthpijl is de Ackermannfunctie. Meestal wordt deze gegeven door
b+1 als m =0,
A(m,b) =< A(m —1,1) alsm>0enb=0,
A(m —1,A(m,b—1)) anders
voor m,b € N. De Ackermannfunctie is het standaardvoorbeeld van een recursieve functie die niet
primitief recursief is [1, §3]. Met inductie bewijzen we zonder moeite dat ook geldt
A(m,b) =212 (b+3) — 3.

We geven nu zonder bewijs enkele eenvoudige afschattingen die we veel zullen gebruiken.

Lemma 4.8. De volgende ongelijkheden gelden.

(a) Voor k <men b>2geldt 2T b <27™b.

(b) Voor k <menb>0geldt 21521mb<21™21%b.

(¢) Voorm>1enb>0geldt b+1<21™b, en voor b > 2 geldt b+2 <2 1™ b.

(d) Voorm>1enb<cgeldt21™b+21"c<21™ (c+1).

(e) Voor m >1en b,c >0 geldt (27™0)(21™¢c) <21™ (b+ ¢).

(f) Voor m > —2,4 > 0en b < 2 1™F! ¢ geldt 2 17 b < 2 1™ (¢ + ). In het bijzonder geldt voor
m>0,i>0enb>0dat 217 4b <271 (b+i+1)en 2178 <21 (b+4i+2). O

In de bewijzen van stellingen 4.9, 4.10 en 4.11 verwijzen we met (a)—(f) naar deze regels. Een typische

afschatting is b+2 1" b <271™ (b—1)+2 1" b <2 1™ (b+ 1) wegens (c) en (d). De tussenstap
schrijven we meestal niet op.

Stelling 4.9. Laat de invoer van Buchbergers algoritme bestaan uit polynomen in R = K[x1,...,x,]

van graad hoogstens d > 1 en gebruik een graadrespecterende monoomordening. Dan voegt het algo-

ritme hieraan minder dan A(n + 2,2d — 1) polynomen toe, elk van graad kleiner dan 2A(n+2,2d-1)

Bewijs. We hoeven alleen nog te bewijzen dat geldt P, (d) < Q,(d), met §(d) = 2d en

Qn(d) =217 (2d+2)—2—d=A(n+2,2d—1)+1—d.
De grens op het aantal volgt dan direct en via (c) zijn de graden kleiner dan 2@n(d)g < 9A(n+2,2d—-1)
De ongelijkheid P,(d) < Qn(d) is duidelijk voor n < 1. Bij n = 2 laten we Q}(d) = d+ 1 en
g2(d,i) =2 1; 5d — 2 — d. We zien dat ¢2(d,0) = 4d — 2 > 1 en verder

. (0) ,
q(d,i—1) + Q) (22 =Ng) < (21,1 5d + 1) +22Ti-1%4=3 _9 _¢

( (d
9 9211501 4 22lim15d=3 _ 9 _ g D g2tiasd g g9 1:5d — 2 —d = qa(d, )

voor i > 0. Volgens (5) geldt Q) (d) = Pi(d), zodat uit gevolg 4.6 volgt dat

Pg(d) <QQ(d,d):2Td5d—2—d(g2TT (2d+2)—2—d=@2(d).

Voor n > 2 bewijzen we nu met inductie dat P,(d) < Q,(d). Laat g,(d,i) =2 17! (5d +i) —2 —d
zijn. Weer geldt er ¢, (d,0) =4d —2 > 1. Voor i > 0 en k = ¢,(d,i — 1) hebben we

©) (c),(d
b+ Qnoi1(25d) < k+217 1 (2 p2) 92 g % > mol(oktd £ 3) —2—d

— g (1 (22T?j11(5d+i71)72 13)—2-d<?2 -l 9217 (5d+i-1) _ o _ d

(a),(f)
< 21217 (Bd+i) —2—d=21)7" (5d+i) —2—d = qu(d,).

Ten slotte merken we op dat geldt
f
qn(d, d) :2TZ_1 6d—2—d(<)2 ™ (2d+2)—2—d=Qu(d).
Met gevolg 4.6 en inductie volgt de stelling. O

Deze stelling is een verscherping van het resultaat van Perdry [37, §1.5, Proposition 60]. Hij vindt een
bovengrens A(n + 2, \,d) voor het aantal toegevoegde polynomen, waar \,, een constante is die alleen
van n afhangt. Hier zien we dat A\, = 2 in feite voldoende is. Met een analoog bewijs krijgen we voor
k € Z>1 en € = 1 de iets scherpere grens A(n + 2, [(1+¢)d] + k — 2). Zelfs A, = 3 is dus genoeg.
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4.3 Het algemene geval

Het argument in de vorige paragraaf berust op het feit dat de toegevoegde polynomen in graad steeds
niet meer dan verdubbelen. Bij willekeurige monoomordeningen hoeft dit niet het geval te zijn. Toch
kunnen we ook dan een dergelijke grens vinden. Beschouw een polynoom f € R van graad hoogstens
d en polynomen g1, ...,g9s € R\ {0} van graad hoogstens e. Bij de deling van f door gi,..., gs vinden
we deelresultaten f = fo, f1,..., ft overeenkomstig de iteraties van algoritme 1.3. Elke stap is een
delingsstap, waarin de graad met maximaal e toeneemt, of een reststap, waarin de graad niet groter
wordt. Met M; = LM(f;) en §(d) = d + e volgt dat deg(M;) < d%(d). Bovendien geldt voor i < j dat
M; = M; dus kan M; geen deler zijn van M;. We passen weer lemma 4.7 toe.

Stelling 4.10. Met f € R = K|[xy,...,x,| van graad hoogstens d en g;,...,gs € R\ {0} van graad
hoogstens e als invoer voert het delingsalgoritme 1.3 minder dan 2 1771 (d + 1)(e + 1) iteraties uit.

Bewigs. De gevallen d = 0 en e = 0 zijn triviaal. Laat anders 6(d) = d + e en

Qu(d) =21"" (d+ 1)(e +1).
Het is voldoende te bewijzen dat P, (d) < Qn(d). Voor n < 1 is dit duidelijk. Bij n = 2 bewijzen we
met inductie de uitdrukking ps(d,i) = (e + 1) + (d + 1) Z}:(l)(e +1)7. Uit stelling 4.5 volgt dan dat

Py(d) =pa(d,d) = (e + 1)+ (d+ 1)) (e+1) =(e+ 1)+ (d+1)

IS
—

(e+1)¥ -1
(&

<
Il
=)

(c)
< (d+ 2)(€+ l)d % 2d+l<2e)d < 2(d+1)(6+1) _ QQ(d)

Voor n > 2 nemen we q,(d,i) = 2 TZ__IZ (d + 3i)e. Merk op dat geldt g,(d,0) = 2 172 de > 1
volgens (c¢). Bovendien geldt voor i > 0 en k = ¢,,(d,i — 1) de afschatting

(c),(d)
k4 Qu1(d+ke)=k+21"2(d+ke+1)(e+1) < 271"2(d+ ke)(e+2)

(c),(e) o),
< 21" (d4217? [(d+3i —2)e—1])(e +2) €40

(c),(e)
< 2122007 (A4 3i)e =217 (d+ 3i)e = gn(d,0).

272 (21772 (d + 3i — 2)e)(e +2)

Aangezien ook geldt

®)
Gn(d,d) =217 dde < 21" (de+d+2) <217 (d+1)(e + 1) = Qn(d)
concluderen we met gevolg 4.6 en inductie dat de stelling klopt. Il

In het geval van Buchbergers algoritme heeft het te reduceren S-polynoom graad hoogstens 2d, met
d de graad van alle eerdere polynomen. Het reduceren kost dus minder dan 2 17~! 6d? iteraties. De
graad van het gereduceerde S-polynoom is kleiner dan

(c),(e) o),
2d+d(21" 1 6d?) < 2d+271"1 (6d%4+d—1) ( )<( 'y L (6d? +d) <21 7d%

Deze afschatting werkt alleen voor n > 2, maar anders is de enige monoomordening graadrespecterend
en geldt de grens zeker. Nu zijn we weer in dezelfde situatie als in de vorige paragraaf.

Stelling 4.11. Laat de invoer van Buchbergers algoritme (met een willekeurige monoomordening)
bestaan uit polynomen in R = K|[x1,...,x,| van graad hoogstens d > 1. Dan voegt het algoritme
hieraan minder dan A(2n + 1,2d — 1) polynomen toe, elk van graad kleiner dan A(2n + 2,d + 1).

Bewijs. Voor n < 1 is het triviaal. Laat anders §(d) = 2 1"~ ! 7d? en

Qm(d) =211 (2d+2) -3 =A(m+n+1,2d—1).
We bewijzen dat geldt P, (d) < Qm(d). Dit is duidelijk voor m < 1. Met inductie bewijzen we
eenvoudig dat de afschatting 6%(d) < 2 1™ 2(d + k) geldt. Bij m = 2 nemen we Q(d) = d + 1 en
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q2(d,i) = 2 73, 2(d + i) — 3. Dan hebben we ¢2(d,0) =2 1" 2d — 3 > 2d — 1 > 1 via (c). Voor i >0
en k = qa(d,i — 1) geldt

F4QUONd) < (B +4)+ 217 2(d+K)—3 20 217 9(d+k+1) - 3

c),(d
<2 2Ad4+217 2d+i—1)) -3 2V o qm a2 1n (2d+ 20— 1) — 3

(c),(e)
oo a(d+i) =3 =217 2(d+1i) — 3 = qu(d,i).

Uit (5) volgt dat Q] (d) = Pi(d), en wegens gevolg 4.6 geldt

(f)
Py(d) < qo(d,d) =217, 4d — 3 < 21" (2d + 2) — 3 = Q2(d).
Voor m > 2 noteren we [ = m +n — 1. Neem ¢, (d, 1) = 2 Tifl 2 1% 2(d +14) — 3. Merk op dat geldt
gm(d,0) =21"2d — 3> 2d — 1 > 1, wederom volgens (c). Voor i > 0 en k = g, (d,i — 1) geldt

bt Qo (08(d) < k+2 11 (22 17 2(d + k) + 2) — 3 2

).(d) (©),(d)
(C< k+2Tl‘12T”2(d+k+2)—3C< 2711217 2(d+k+3)—3

J(d
2 o a2 1l 2 a(d i 1) =3 2 2T 2 17 22 1 (2d 4 20— 1) - 3

(e (b)
Lo 2 2 g 2 )~ 3 S 21 2 10 20+ 0) — 3= g(d, )

Verder geldt er wegens [ —1 > n + 1 dat

E+2171 (21" 2d+k+1)+2) -3

(f)
gm(d,d) =211 217 4d -3 <21 21" (2d+2) -3

(a) @

<21 (2d+2)-3<27 4d—3 <21 (2d+2) — 3 = Qu(d).
Met gevolg 4.6 en inductie is de ongelijkheid P,,(d) < Q. (d) dus bewezen. De bewering over het
aantal volgt met m = n. Bovendien zijn de graden kleiner dan

§9D(d) < 217 2(d+ Qu(d)) 2 277 2d+ 2177 (24 +2) - 3

(c),(d),(e) (a) )

P g g g2t (2d+4) -3 <2121 6d-3<21"(d+4)-3=A2n+2,d+1). O
Ook hier kunnen we analoog iets scherpere grenzen bewijzen: voor k € Z>1 en € = % is het aantal
polynomen begrensd door A(2n + 1, [(1 +¢)d| + k — 2) en hun graad door A(2n + 2, |ed] + k).

De grens is enorm groot en we benadrukken dat er geen redenen zijn om aan te nemen dat Buchbergers
algoritme inderdaad soms zo traag is. De grootste ondergrenzen zijn ‘slechts’ dubbelexponentieel in n
en velen denken dat er vergelijkbare bovengrenzen bestaan. Dit is bijvoorbeeld gebaseerd op de grens
van Dubé uit het vorige hoofdstuk. Voor een dubbelexponentiéle bovengrens op de complexiteit van
Buchbergers algoritme is echter geen bewijs. Dergelijke betere grenzen, of zelfs primitief recursieve
grenzen, kunnen we niet vinden met alleen de technieken die we hier toegepast hebben: Moreno Socias
[35] bewijst dat zelfs met de ‘kleinste’ majorerende functie d(d) = d+1 er voor alle n,d € Z> al rijen
monomen als in lemma 4.7 zijn met lengte A(n,d — 1) — d.

Zeer recent hebben we ontdekt dat de resultaten in dit hoofdstuk niet volledig nieuw zijn. Dubé,
Mishra en Yap [13] geven vergelijkbare grenzen. In het graadrespecterende geval geven ze de bo-
vengrens A(n + 1,cn) voor het aantal toegevoegde polynomen. Hier is ¢ een constante die op een
technische manier van de graad en andere eigenschappen van de invoer afhangt. Merk op dat dat
iets scherper is dan stelling 4.9. Dubé, Mishra en Yap claimen bovendien dat er vergelijkbare grenzen
in het algemene geval zijn, hoewel ze geen expliciete uitdrukking geven. De basis van hun argument
is Robbiano’s karakterisatie van monoomordeningen, zie propositie 5.7. Daaruit leiden ze af dat het
delingsalgoritme op een polynoom f niet meer dan O((r deg(f))™) iteraties uitvoert, met r athankelijk
van de monoomordening. Dit lijkt een sterke verbetering van stelling 4.10. Echter, r is in principe
onbegrensd (over alle monoomordeningen genomen) dus dit voorziet niet in een algemene bovengrens
voor de complexiteit van Buchbergers algoritme. De resultaten in dit hoofdstuk doen dat wel.
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5 Overige resultaten

Dit laatste hoofdstuk is een inleiding in de literatuur omtrent Buchbergers algoritme en, meer in het
algemeen, de complexiteit van het berekenen van Grobnerbases. We benadrukken dat dit overzicht
geenszins volledig is. In plaats daarvan hebben we enkele interessante onderwerpen geselecteerd, waar-
bij een combinatie is gemaakt tussen fundamentele resultaten en meer recent onderzoek. De meeste
bewijzen geven we niet of alleen schetsmatig.

Uit ervaring willen we de lezer waarschuwen voor incorrecte referenties die we in de literatuur zijn
tegengekomen. We noemen nogmaals de verkeerde interpretatie van de stelling van Dubé in [27, 31].
Het overigens goede boek van Cox, Little en O’Shea [11] verwijst naar de ondergrens uit hoofdstuk 2
als dubbelexponentieel in de graad van de invoerpolynomen, in plaats van in het aantal variabelen.
Eisenbuds boek [14] geeft een bovengrens voor de graad van elementen van een Grobnerbasis, af-
komstig van Moller en Mora [33]. Dit is echter gebaseerd op een vermoeden in [29]. In de 2° editie
heeft Eisenbud deze grens inderdaad verwijderd. Ten slotte claimen Gritzmann en Sturmfels [21] de
bovengrens d2" voor de graad van ieder polynoom dat in Buchbergers algoritme berekend wordt, maar
geven daar geen geschikte referenties bij.

5.1 Selectiestrategieén en reductiecriteria

Het meest tijdrovende gedeelte van Buchbergers algoritme is het reduceren van polynomen tot hun
normaalvorm. Deze reducties moeten zoveel mogelijk worden voorkomen. Dit kunnen we op twee
manieren bereiken. Ten eerste heeft de volgorde waarin de S-polynomen worden berekend grote invloed
op de complexiteit van het algoritme. We zoeken dus een selectiestrategie om deze keuze zo efficiént
mogelijk te maken. De tweede methode is het geven van reductiecriteria die van te voren bepalen of
een reductie op 0 uitkomt en daarmee overbodig is. We noemen hier twee van deze criteria, afkomstig
van Buchberger [5, 6, 8].

Propositie 5.1. Zij g,h € R\ {0} met LM(g) en LM(h) copriem. Dan geldt nfy, 5, (S(g,h)) = 0.

Bewigs (schets). Uit [11, §2.9, Theorem 3] volgt dat het voldoende is als er een representatie van S(g, h)
is: dat wil zeggen, als er polynomen p,q € R zijn met S(g,h) = pg + ¢gh waarvoor bovendien geldt
LM(pg),LM(qh) = LM(S(g,h)). Maar er geldt

S(g,h) = 1r(h)g —11(9)h = (9 — L1(9))h — (h — L1(h))g
dus neem p = —(h —LT(h)) en ¢ = g — LT(g). De monomen LM(pg) en LM(gh) zijn verschillend omdat
LM(g) en LM(h) copriem zijn. Er volgt LM(pg), LM(gh) =< max(LM(pq), LM(¢gh)) = LM(S(g, h)). O

Het S-polynoom van twee polynomen met onderling ondeelbare leidende monomen hoeft dus niet te
worden uitgerekend. Het tweede, diepere criterium is een generalisatie van stelling 1.12.

Stelling 5.2. Zij I C R een ideaal en G C I een eindige deelverzameling. Rust G uit met een
willekeurige ordening op de elementen. Dan is G een Grobnerbasis voor I dan en slechts dan als
I = (G) en voor alle g,h € G\ {0} er een rij polynomen g = g1,...,9, = h in G \ {0} is, zodanig dat
LM(g;) steeds een deler van kgv(LM(g),LM(h)) is, en voor 1 < i < r geldt nf(S(gi, giv1)) = 0.

Bewijs. Zie [25, Theorem 1.5]. Een eenvoudiger bewijs voor r = 3 staat in [4, Proposition 5.70]. O

We gebruiken in Buchbergers algoritme deze sterkere stelling in plaats van criterium 1.12, wat het
speciale geval r = 2 is. Dan hoeft nf;(S(g,h)) alleen te worden berekend wanneer een rij als in
stelling 5.2 niet bestaat. Dit is echter lastig algoritmisch te bepalen. Daarom wordt meestal beperkt tot
het geval r = 3, wat bijna geen informatieverlies geeft [6, §5]. Dan wordt nfg(S(g, h)) dus niet bepaald
wanneer er een derde polynoom p € G is met LM(p) | kgv(LM(g), LM(h)) en waarvoor bovendien (g, p),
(p,9), (h,p) en (p, h) niet in B liggen (met B als in algoritme 1.13). Als er niet zo’n p is en bovendien
LM(g) en LM(h) niet copriem zijn, dan heet (g, h) een essentieel paar. Na het verwijderen van niet-
essentiéle paren uit B kunnen andere paren ook niet-essentieel blijken te zijn. Het loont dus deze paren
zo vroeg mogelijk uit B te verwijderen. Dit is het idee achter de versie van Gebauer en Moller [17].
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Volgens de criteria reduceert S(g,h) naar 0 als (g,h) geen essentieel paar is. Hong en Perry [22]
bewijzen dat deze criteria bijna altijd optimaal zijn in de volgende zin. Stel dat we uit alleen LM(g),
LM(h), LM(p) en het feit dat S(g,p) en S(p, h) naar 0 reduceren kunnen concluderen dat S(g,h) ook
naar 0 reduceert. Dan is (g, h) geen essentieel paar. De enige uitzondering is wanneer |G| < 3. In dat
geval geeft [22] andere criteria, die voldoende en noodzakelijk zijn.

Uit het tweede criterium 5.2 volgt direct een heuristiek voor de volgorde van het berekenen van S-poly-
nomen. Namelijk, bij paren (g,h) waarvoor kgv(LM(g),LM(h)) groot is, is het waarschijnlijk dat er
ooit een p € G komt met LM(p) | kgv(LM(g),LM(h)). In dat geval hoeft S(g,h) niet gereduceerd te
worden. Daarom kunnen dergelijke paren het best zo laat mogelijk worden bekeken. De strategie is
dus om steeds het paar (g, h) te kiezen waarvoor kgv(LM(g),LM(h)) zo klein mogelijk is ten opzichte
van de monoomordening. Dit staat bekend als normale selectiestrategie [4, 6, 8]. Deze strategie werkt
ook bijzonder goed in het homogene geval.

Propositie 5.3. Laat {g1,...,9s} C R bestaan uit homogene polynomen. Als gs;1, ..., g de polyno-
men zijn die Buchbergers algoritme hieraan toevoegt, met een graadrespecterende monoomordening
en normale selectiestrategie, dan geldt deg(gs+1) < deg(gs+2) < ... < deg(g:). Bovendien geldt voor
s <1 <t dat g; gereduceerd is ten opzichte van {g1,...,¢i—1, git1,---, Gt}

Bewigs. Voor i > s geldt g; = nfg(S(gk, gm)) voor zekere k, m < i. Dit heeft graad

deg(gi) = deg(S(gr, gm)) = deg(kgv(LM(gr), LM(gm)))
wegens homogeniteit. Bij het toevoegen van g; is deze graad minimaal gekozen vanwege de graadres-
pecterende monoomordening > en normale selectiestrategie. In het geval deg(gi+1) < deg(g;) moet
dus gelden g;+1 = nfg(S(g;,9:)) voor zekere j < i. Maar dan geldt

deg(gir1) = deg(kgv(LMm(g;), LM(gi))) = deg(Lm(g;)) = deg(gi),
tegenspraak. Voor de tweede bewering merken we op dat in feite geldt LM(gs4+1) < ... < LM(g¢). Voor
s <1 <tis g; automatisch gereduceerd ten opzichte van {g1,...,gi—1}. Voor j > i kan LM(g;) geen
term van g; delen, want LM(g;) is groter dan elke term van g; ten opzichte van >. O

Giovini e.a. [18] gebruiken een andere selectiestrategie, genaamd suiker, om deze fijne eigenschap ook
in het inhomogene geval te benutten. Homogeniseren en toepassing van propositie 3.3 levert meestal
een slechter algoritme, maar selectie kan wel op homogenisatie worden gebaseerd. Meer precies kennen
we aan ieder polynoom ¢ in Buchbergers algoritme een fantoomgraad of suiker s(g) toe. Dit is de
graad die het polynoom zou hebben ‘wanneer we hadden gehomogeniseerd’. Voor de polynomen in de
invoer nemen we s(g) = deg(g). Daarna stellen we

s(Mg) = deg(M) +s(g9)  en  s(g+h) =max(s(g),s(h)),

waar g en h polynomen zijn en M een monoom. Door de laatste regel verschilt suiker van graad: als
termen tegen elkaar wegvallen kan deg(g+h) < s(g+ h) gelden. Bij homogene polynomen gebeurt dat
niet. De selectiestrategie is nu om het paar (g, h) te kiezen waarvan S(g,h) de kleinste suiker heeft.
Experimenteel onderzoek toont aan dat suiker, in combinatie met bovengenoemde reductiecriteria, de
beste resultaten geeft van alle varianten in deze paragraaf [18, §3].

5.2 Twee of drie variabelen

Hoewel de algemene complexiteit van Buchbergers algoritme nog onduidelijk is, is de complexiteit van
sommige deelproblemen wel bekend. Als we het aantal variabelen beperken kan dat de complexiteits-
analyse aanzienlijk vereenvoudigen. Met name bij n < 3 zijn er goede grenzen bekend. Voor n = 1
specialiseert Buchbergers algoritme tot het algoritme van Euclides en wordt het aantal toegevoegde
polynomen begrensd door d, de grootste graad van polynomen in de invoer. In het geval n = 2 noemen
we enkele resultaten van Buchberger [6, 7] en Lazard [29].

Stelling 5.4. Gebruik Buchbergers algoritme met een graadrespecterende monoomordening en be-
handel alleen essentiéle paren. Als de invoer bestaat uit polynomen in K[z, y| van graad hoogstens d,
dan hebben tijdens de executie alle berekende polynomen graad hoogstens 2d.
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Bewijs (schets). Zij G de invoer. Laat m(G) de grootste graad van een term kgv(LM(g),LM(h)) zijn,
waar (g,h) een essentieel paar in G is. Laat verder w(G) = e, + e, zijn, met e;, e, € N de kleinste
exponenten waarvoor er termen z%y® € LM(G) respectievelijk 2%y° € LM(G) zijn. Het eerste toege-
voegde polynoom heeft graad hoogstens m(G), en w(G) is een maat voor het aantal monomen niet in
(LM(G)). Men kan bewijzen dat m(G) + w(G) tijdens de executie niet groter wordt, een grens voor de
graad van ieder berekend polynoom is en dat geldt m(G) + w(G) < 2d. Zie [6, §6] en [7, Theorem 1]
voor de details. Daar wordt de stelling alleen geclaimd voor deglex, maar het bewijs geldt voor iedere
graadrespecterende monoomordening. [l

In het bijzonder geldt deze grens voor de uitvoer. Lazard [29, Theorem 3] geeft voor de uitvoer zelfs de
grens 2d — 1, maar zijn bewijs geldt niet voor de tussenliggende berekeningen. Uit propositie 1.10 en
het gebruik van een graadrespecterende monoomordening volgt dat de bovengrens 2d — 1 geldt voor
de graden in iedere minimale Grdbnerbasis. Deze grens is bovendien strikt: met deglex ordening en
invoer {z?, %1y —y?}, d > 3, vinden we de gereduceerde Grobnerbasis {x¢, x4~y —yd, xyd, y>—1},
Niet bij alle monoomordeningen is de groei slechts lineair. Als we lex ordening gebruiken met x > y,
dan geeft de invoer {z¢ —y, = — y?} namelijk de gereduceerde Grobnerbasis {z — 3¢, de -y}
Schaller [39, §4.5] geeft een vergelijkbare bovengrens: bij lex ordening zijn alle polynomen tijdens de
executie van Buchbergers algoritme begrensd door 2d?. In het bivariate geval geven we ten slotte nog
de volgende grens van Buchberger [7, Theorem 2] voor het aantal polynomen.

Stelling 5.5. Zij I = (g1,...,9s) C K[x,y] een ideaal en e = min{deg(LM(g;)) : 1 < i < s}, met een
willekeurige monoomordening. Elke minimale Grébnerbasis G voor I voldoet aan |G| < e+ 1.

Bewijs. Neem g € {g1,...,9s} met deg(LM(g)) = e. Er is een h € G met LM(h) | LM(g). In het
bijzonder geldt deg(Lm(h)) < e. Schrijf LM(h) = z%’. De andere elementen 2Py? € LM(G) hebben
wegens minimaliteit p < a of ¢ < b. Bovendien zijn er bij vaste p geen verschillende monomen xPy?
en zPy? in LM(G). Hetzelfde geldt voor q. We concluderen |G| = |LM(G)| <a+b+1<e+ 1. O

Let op dat e hier de kleinste graad is. Deze grens is optimaal, want de e + 1 monomen z¢, ¢ 1y, ..., y°

van graad e vormen een gereduceerde Grébnerbasis.

Het bewijs van stelling 5.4 berust sterk op n = 2 en wordt lastig gegeneraliseerd, maar voor n = 3
geeft Winkler [40] met vergelijkbare technieken nog de volgende stelling.

Stelling 5.6. Gebruik Buchbergers algoritme met deglex ordening en behandel alleen essentiéle paren.
Als {g1,...,9s} C K|[z,y, z] de invoer is met d en e de grootste respectievelijk kleinste graad van de
gi, dan hebben tijdens de executie alle berekende polynomen graad hoogstens (8d + 1)2°¢.

Bewijs. Zie [40, Corollary to Theorem 4.1]. O

Hoewel deze grens exponentieel groeit, is deze groei in de kleinste graad van een voortbrenger. Tijdens
de executie van het algoritme zal e vaak kleiner worden, zodat we een steeds betere grens vinden.

5.3 Monoomordeningen

Sommige monoomordeningen geven kleinere Grobnerbases dan andere. Vaak doen graadrespecte-
rende ordeningen het beter, zoals we bijvoorbeeld in de vorige paragraaf zagen. Veel toepassingen
van Grobnerbases hangen niet af van een specifieke monoomordening. In zekere zin is de omgekeerd
graadlexicografische ordening, of degrevler, dan optimaal qua complexiteit. Voor M = a:ill e x;jl" en
N = zf'---2f geldt in deze ordening M > N dan en slechts dan als deg(M) > deg(N), of als
deg(M) = deg(N) en d; < e; voor de grootste ¢ met d; # e;. Merk op dat dit verschilt van deglex: in
beide monoomordeningen geldt z1 > ... = x,, maar voor deglex geldt x1z3 > 73 en voor degrevlex
geldt x123 < 3. Bayer en Stillman [2] bewijzen voor homogene idealen I C R in karakteristiek 0 dat
voortbrengers van het ideaal (LM (I)) ‘meestal’ (namelijk in generieke codrdinaten) de kleinste graad
hebben als > de degrevlex ordening is. Hier en in de rest van deze paragraaf geven we de monoom-
ordening expliciet aan. De elementen van minimale Grébnerbases hebben bij degrevlex dus vaak de

kleinste graad. Dit komt overeen met experimentele waarnemingen, ook bij inhomogene idealen.
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Maar ook degrevlex ordening levert niet altijd de kortste berekening op. Er is winst te behalen door
flexibeler met monoomordeningen om te gaan. Daarvoor geven we eerst de volgende karakterisatie van
Robbiano [38]. Zij w = (v1,...,v,) € R™ een vector. We definiéren de w-graad van een monoom door

deg, (z - 28y = vidy + ... + vpdy.

Een polynoom f € R heet w-homogeen als alle monomen in f dezelfde w-graad hebben. We rusten

R" uit met de lexicografische ordening >. Hierin geldt (ay,...,a,) > (b1,...,b,) als de eerste niet-nul
coordinaat van (ay — by, ..., a, — b,) positief is.
Propositie 5.7. Laat > een monoomordening zijn. Er zijn lineair onafhankelijke vectoren wy, ..., w,

in R® met 1 < r < n, zodanig dat voor alle monomen M en N geldt
M~N & (deg,, (M),...,deg, (M)) > (deg, (IN),...,deg, (N)).
Bovendien geldt w; € RY), en wy is uniek op vermenigvuldiging met een scalar in R na.

Bewijs. Zie [38, Theorem 4] voor de existentie. Als de i%° coérdinaat van w; negatief is, dan geldt
deg,, (z;) < 0 = deg,, (1), maar ; >~ 1. Er volgt w; € RY,. Stel dat 01,...,0; € R" een ander
dergelijk rijtje is met o1 # Awj voor alle A € R. Dan kunnen we eenvoudig monomen M en N
vinden waarvoor geldt deg,, (M) > deg, (V) maar deg, (M) < deg,, (N), tegenspraak. Omdat geldt
w1 € RY; en wy onderdeel van een lineair onafhankelijk stelsel is, volgt dat A positief is. O

Met lex ordening correspondeert bijvoorbeeld het rijtje standaardeenheidsvectoren eq,...,e, € R™.
De vector w; heet een weegvector van . Voor een niet-nul vector w € RY, construeren we als volgt
een monoomordening met weegvector w: neem > willekeurig, en definieer >, door

M>, N < deg,(M)>deg,(N), of deg,, (M) = deg,(N) en M - N.
Dan is >, een monoomordening met weegvector w.

Nu beschrijven we een dynamische versie van Buchbergers algoritme, naar Gritzmann en Sturmfels [21].
Hierin is de monoomordening niet vast. Steeds nadat een polynoom aan G is toegevoegd mag een
nieuwe monoomordening worden gekozen (met notatie uit algoritme 1.13). De verzameling B moet
daarna wel geherinitialiseerd worden met alle paren van polynomen in GG, omdat reduceren afthankelijk
is van de gekozen monoomordening. Wanneer B leeg is hebben we een Grobnerbasis ten opzichte van
de monoomordening die op dat moment gebruikt wordt. Terminatie van dit dynamische algoritme is
niet direct duidelijk. Het oorspronkelijke bewijs [21, Theorem 3.1.3] bevat een fout. Golubitsky [20]
toont dit aan en geeft een verbeterd bewijs door middel van convergentie van rijen monoomordeningen.

Stelling 5.8. De dynamische versie van Buchbergers algoritme termineert en is correct.

Bewigs (schets). Noem een rij monoomordeningen =1, >o9,... convergent als er voor alle monomen
M # N een k € N is, zodanig dat M >=; N geldt voor alle ¢ > k, of M <; N voor alle ¢ > k. De
natuurlijke limiet van deze rij is weer een monoomordening. Noem de tijdens de executie toegevoegde
polynomen g, g2, ... en schrijf G; = {g1,...,¢:}. Laat >1,>9,... de gebruikte monoomordeningen
zijn, zodat elke g; gereduceerd is ten opzichte van G,;_1 en >;. Als het algoritme niet termineert, zijn
deze rijen oneindig. Men kan bewijzen dat 1, 2, ... een convergente deelrij heeft. Noem de limiet .
Nu kunnen we indices ki, k2, . .. vinden waarvoor geldt

(LM (G, ) © (LM (Ghy)) & - - -

Omdat R noethers is, is deze rij eindig, tegenspraak. Na terminatie volgt correctheid direct uit het
bewijs van stelling 1.14. Zie [20, Lemma 1, Theorem 1 en Theorem 2] voor de details. ]

Om profijt te hebben van het dynamische algoritme moeten we steeds een slimme keuze voor de
monoomordening maken. Noteer voor een vector w € R™ en een polynoom f € R\ {0} met LT, (f)
het deel van f bestaande uit de termen met de grootste w-graad.

Lemma 5.9. Laat ¢1,...,9s € R\ {0} polynomen zijn en M, een monoom dat in g; voorkomt voor
alle 1 <14 < s. Er is een monoomordening > met LM, (g;) = M; voor alle 1 < i < s dan en slechts dan
als er vector w € R%, is waarvoor geldt LT, (gi) = ¢iM; voor alle 1 < i < s, met zekere ¢; € K.
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Bewijs. Gegeven > kiezen we vectoren wi,...,w, € R™ als in propositie 5.7. Het is duidelijk dat de
vector w = wq +ews +2w3 + . . .+ Lw, voldoet voor € > 0 klein genoeg. We kunnen w in R nemen
door aan g¢i,...,gs de polynomen z; — 1 toe te voegen voor 1 < i < n. Andersom, gegeven w € RZ,
zien we direct dat = = T, voldoet, waarbij 1 een willekeurig monoomordening is. O

Het bestaan van zo’n monoomordening is dus equivalent aan het bestaan van een oplossing van een
stelsel lineaire ongelijkheden. Dit stelsel kan bijvoorbeeld worden opgelost met de simplex methode.
Op deze manier bepalen we welke mogelijkheden er zijn voor (LM (G)) bij de verschillende keuzes
voor . Merk op dat dit eindig veel mogelijkheden zijn, want iedere ¢ € G heeft maar eindig veel
kandidaten voor leidende monomen. De heuristiek voor het kiezen van > is nu om (LM, (G)) zo groot
mogelijk te maken. De reden voor deze keuze is dat Buchbergers algoritme herhaald (LM, (G)) groter
maakt, totdat G een Grobnerbasis is en er geldt (LMy(G)) = (LM (I)). Als (LMy(G)) groot is, zijn
we dus mogelijk dichtbij een Grobnerbasis. We benadrukken dat ook (LM, ([)) afhankelijk is van >,
zodat dit slechts een heuristiek is en niet noodzakelijk de optimale strategie.

In de praktijk wordt niet (LM, (G)) maar de Hilbertfunctie H;\,_ ())(2) zo groot mogelijk gekozen.
Voor z voldoende groot is dat een polynoom in z dat effectief bepaald kan worden [9, §2]. Twee
polynomen vergelijken we door te zeggen dat a,z™ + ...+ ag groter is dan b, 2" + ...+ by als a; > b;
geldt voor de grootste ¢ met a; # b;.

Caboara [9] gebruikt een beperkte variant van dit algoritme. Daarin moet de nieuwe monoomordening
dusdanig worden gekozen dat de leidende monomen van alle eerdere polynomen niet veranderen. Zo
blijven alle eerdere berekeningen geldig. De verzameling B hoeft in deze versie dan ook niet steeds te
worden geherinitialiseerd. Dat scheelt veel extra werk. Experimenten tonen aan dat deze versie vaak
veel sneller is dan Buchbergers algoritme als in 1.13. Golubitsky [20, §5] geeft voorbeelden waar het
algemene dynamische algoritme sneller is dan de beperkte versie van Caboara.

Soms willen we wel een specifieke monoomordening gebruiken. Zo is in eliminatietheorie lex ordening
essentieel, zie [11, §3.1]. Buchbergers algoritme presteert echter vaak slecht met lex ordening. Daarom
kan het lonen om de Grébnerbasis voor een andere monoomordening te berekenen, en die vervolgens
te transformeren naar een Grébnerbasis voor lex ordening. De Grobnerwandeling is een algoritme
dat deze transformatie uitvoert. Wij beschrijven de versie van Collart, Kalkbrener en Mall [10]. Het
volgende begrip staat hierin centraal. Definieer LT, (S) = {LT,(h) : h € S\ {0}} voor een vector
w € RY, en een deelverzameling S C R.

Definitie 5.10. Voor een monoomordening > en een ideaal I C R is
Dy (I) = {w e RY, : (L1u(1)) = (LM (1))}

de Grobnerkegel van I ten opzichte van . Hier is A de topologische afsluiting van A in R". De
verzameling G(I) = {D.(I) : = monoomordening} heet de Grébnerwaaier van I.

Een uitvoerige beschrijving van de Grobnerwaaier is gegeven door Mora en Robbiano [34]. Zij laten
zien dat de kegels in een Grobnerwaaier een eindige, ‘bijna disjuncte’ overdekking van RZ; vormen en
geven een eenvoudige test om de elementen van een Grobnerkegel te bepalen.

Stelling 5.11. Er geldt w € D, (I) dan en slechts dan als LMy (¢g) = LMy (LT,(g)) voor alle polynomen
g in de gereduceerde Grobnerbasis voor I ten opzichte van . Voor een weegvector w van >~ geldt
w € Dy (I). Elke Grobnerkegel is convex en heeft een niet-leeg inwendige. Twee Grobnerkegels zijn
gelijk of snijden elkaar alleen in hun rand. Er geldt D, (I) = D.,(I) dan en slechts dan als geldt
(LMy, (1)) = (LMy,(I)), en dan en slechts dan als I dezelfde gereduceerde Grobnerbasis heeft ten
opzichte van >; en >5. De Grobnerwaaier G(I) is een eindige verzameling met vereniging R%,,.

Bewijs (schets). Er geldt (LT, (I)) = (LM (I)) dan en slechts dan als LT,(g9) = LMy (g) voor alle
polynomen ¢ in de gereduceerde Grobnerbasis voor I ten opzichte van . Hieruit volgt het grootste
deel van de stelling. Zie [14, Propositie 15.16] en [34, Lemma 2.6 en Theorem 2.7] voor de details. Om
te bewijzen dat G(I) eindig is beschouwen we een versie van Buchbergers algoritme die de gereduceerde
Grobnerbasis bepaalt. De enige invloed die de monoomordening heeft is het aanwijzen van leidende
monomen. Steeds zijn daarvoor slechts eindig veel mogelijkheden, en het algoritme termineert bij
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elke monoomordening. Volgens het lemma van Konig [26, §VI.2, Satz 6] is het aantal gereduceerde
Grobnerbases, dus het aantal Grobnerkegels eindig. O

Laat >=1 en >9 twee monoomordeningen zijn met weegvectoren o respectievelijk 7. Stel dat de geredu-
ceerde Grobnerbasis G voor een ideaal I C R ten opzichte van 1 gegeven is. De Grobnerwandeling
berekent hieruit de gereduceerde Grébnerbasis voor I ten opzichte van =o. In feite lopen we over het
lijnstuk w(t) = (1—t)o +t7 van o naar 7. Wanneer we daarbij een nieuwe Grobnerkegel binnenkomen,
werken we G op geschikte manier bij, totdat we in 7 zijn aangekomen.

Eerst bepalen we de maximale ¢y € [0,1] met w(to) € Dy, (I). Er geldt w(t) € Dy, (I) dan en slechts
dan als LMy, (g) = LMy, (LT, ) (g)) voor alle g € G, dus dit komt neer op het maximaliseren van ¢
onder een stelsel lineaire ongelijkheden. De vector w = w(tp) ligt op de rand van Dy (I). Definieer
= = (>2)u, dan geldt ook w € D, (I).

We construeren nu de gereduceerde Grobnerbasis voor I ten opzichte van >. Zij 3 = (>1),. We
zien dat G de gereduceerde Grobnerbasis voor I ten opzichte van J is, omdat voor alle g € G geldt

LM(g) = LMy, (LTy(g)) = LMy, (g). Er volgt

(LMo LTy (1)) = (LMo(1)) = (LM5(G)) = (Mo (LT (G)))
dus LT, (G) is een Grobnerbasis voor (LT, (I)) ten opzichte van . Uit LT,(G) berekenen we een
w-homogene Grobnerbasis H voor (LT, (I)) ten opzichte van . Dit doen we met Buchbergers al-
goritme. Wegens propositie 5.3, die algemener geldt met steeds graad vervangen door w-graad en
homogeen door w-homogeen, geeft dit een niet al te ingewikkelde berekening. Bovendien hebben de

elementen van LT, (G) relatief weinig termen, wat de complexiteit sterk verlaagt. Voor h € H eng € G
bepalen we w-homogene polynomen pj, ;, waarvoor geldt

h=> phglTulg) en  deg,(phgLTu(g)) = deg,(h).
geG

Dit kan eenvoudig wegens w-homogeniteit (of de polynomen py, ; kunnen worden bijgehouden tijdens
Buchbergers algoritme). We ‘liften’ deze uitdrukkingen naar

fn= th,gg'

geG

De verzameling { f, : h € H} is een Grobnerbasis voor I ten opzichte van . Door reduceren vinden we
daaruit de gereduceerde Grobnerbasis F' voor I ten opzichte van . We kunnen dus > vervangen door
>, 0 door w en G door F'. Dit proces herhalen we. We bewijzen dat de Grobnerwandeling termineert.

Lemma 5.12. Gebruik notatie van hierboven, en stel w # 7. Danis er een t € (to, 1] met w(t) € D, (I).

Bewijs. Neem f € F en schrijf f = L1, (f) + g. Er is een t € (9, 1] waarvoor de monomen in LT(f)
allemaal een grotere w(t)-graad hebben dan de monomen in g. Omdat F' eindig is kunnen we ¢ zodanig
kiezen dat dit voor alle f € F geldt. Voor f € F en een monoom M in LT, (f) zien we dat nu geldt
deg,, (M) = deg, (LM (f)) en deg (M) < deg, (LM (f)). Er volgt deg, ;) (M) < deg,, ) (LM-(f)), en
deze laatste ongelijkheid geldt zelfs voor alle monomen M in f wegens de keuze van t. We concluderen
dat geldt LMy (f) = LMy (LT, (f)) voor alle f € F, dus w(t) € D, (I). O

Het volgt dat in elke iteratie, afgezien van mogelijk de eerste, geldt ty > 0. Omdat de Grobnerwaaier
G(I) eindig is en elke Grobnerkegel convex is hebben we op een gegeven moment o = 7. Merk op
dat dan geldt =2 = (>2),. Door bovenstaande constructie nog eenmaal toe te passen krijgen we de
gereduceerde Grobnerbasis voor I ten opzichte van .

Voor de Grobnerwandeling is het eigenlijk niet nodig dat ¢ en 7 weegvectoren van =1 en o zijn.
Het is voldoende als geldt o € Dy, (I) en 7 € Dy, (I). Door o en 7 enigszins te verschuiven kan de
Grobnerwandeling veel efficiénter worden. Wanneer de doorsnijding D, (1) N Dy (I) hoge dimensie
heeft, bestaat LT, (G) uit bijna alleen monomen en kost de Grobnerbasistransformatie vrijwel geen
moeite. Dit is het idee achter de versie van de Grobnerwandeling van Fukuda e.a. [15]. Experimenten
laten zien dat gebruik van de Grobnerwandeling vaak veel sneller is dan het direct toepassen van
Buchbergers algoritme met de gewenste monoomordening.
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